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まえがき
確率論において最も基本的な問題は確率変数の列に対する極限定理であろう．独立確
率変数の経験平均に対する大数の法則は日常生活における経験則としてよく知られてい
る．また独立確率変数の列に対する中心極限定理も，学力試験における偏差値を通して
我々の生活に非常に浸透している．経験則としての大数の法則と中心極限定理だけでな
く，昨今ではこれらの極限定理は確率・統計の分野における基礎知識としてほぼ全ての
理系分野の人に定着している．しかしながらこれらの極限定理に比べて，本書で扱う大
偏差原理は確率論の中心的話題であるにも関わらず，確率論の業界外の人にとっては馴
染みのない話題であるように思われる．さらに確率論の専門家に限っても，大偏差原理
が幾分独特な問題を扱うためか，この話題について精通していない人も見受けられる．
このような現状を僅かでも改善したいという著者の期待を込めて本書を執筆した．大偏
差原理の一般論と典型例について解説することが本書の目的であり，本書を通じて大偏
差原理に関する知識が普及することを願う．
現代の確率論業界では大偏差原理は極めて盛んに研究されており，その程度はおそら
く業界外の人の想像を遥かに超える．解析学を学んだ者なら誰でも知っているように，
測度論（Lebesgue積分論）では「収束定理三羽烏」として単調収束定理・Fatouの補題・
Lebesgueの収束定理（優収束定理）が非常に重要視されている．この伝で言えば，現代
確率論の「極限定理三羽烏」は大数の法則・中心極限定理・大偏差原理であろう．誇張
して言えば，現在の確率論業界の少なからぬ部分においては，多種多様な確率模型に対
してこれら三種の極限定理が成立するかどうかを調べている状況である．これだけでも
大偏差原理の重要性がわかるが，実は確率論業界に身を置くものの「生活実感」として
は，大偏差原理は他の二種の極限定理に比べてより盛んに研究されていると感じる．こ
れは業界外では大数の法則と中心極限定理のほうが，大偏差原理に比べて圧倒的に有名
であることと好対照をなす．数学論文の検索エンジンとしては世界で最も利用されてい
るMathSciNetの「題名検索」機能を用いて，このことを少し定量的に見てみよう（2025

年 1月現在）．

• “law of large numbers” 2,039篇．

• “central limit theorem” 3,589篇．

• “large deviations” 4,324篇（“large deviation principle” 514篇）．

もちろん題名検索でそれほど正確なことがわかるはずはないが，それでもこのデータは
大偏差原理の重要性を十分証明しているであろう．現在では大偏差原理は確率論の枠を
越えて様々な分野で研究されている．例としては，統計物理学・情報理論・数理統計学・
力学系・作用素代数などが挙げられる．さらに「現代大偏差原理の父」とでも呼ぶべき
S.R.S. Varadhanは 2007年に数学界最高の賞とされるAbel賞を受賞したが，その最大
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の理由として大偏差原理の理論を確立したことが挙げられている．当然ながら大偏差原
理に関する英文書は既に多数出版されている．1
このような状況にもかかわらず，残念ながら大偏差原理に関する日本語文献は非常に
少ない．試しに偶然手近にあった某数学辞典をめくってみると，大数の法則と中心極限
定理についての項目は立っているが，大偏差原理に関する項目は見当たらない．また大
偏差原理に関する和書は現時点では出版されていない. 日本の確率論および周辺分野の
将来を考えると，これは憂うべき状況と言ってよいであろう．本書を執筆した動機はま
さにこの点を改善するためであり，大偏差原理や関連する話題に興味を持つ読者にとっ
て本書が少しでも役に立つことを期待している．さらに本書の読者の中からそういった
分野の研究を志す若者が現れれば，それは著者にとって望外の喜びである．
数式を少しだけ用いて，大偏差原理で扱う問題を簡単に紹介する. X1, X2, . . .を独立
同分布な実数値確率変数の列として，X1は平均 0，分散 1の正規分布に従うとする．こ
のとき各 n ∈ Nに対して経験平均を

Zn =
X1 + · · ·+Xn

n

とおくと，Znは平均 0，分散 1/nの正規分布に従う．よって任意の正数 δに対して

P (Zn ≥ δ) =
( n
2π

)1/2 ∫ ∞

δ

exp

(
−nx

2

2

)
dx

が成立する．簡単な計算によりn→∞のとき右辺は 0に収束することがわかるので，左
辺の確率も 0に収束する．（これは大数の弱法則の特別な場合である．）大偏差原理では
この確率が 0に収束する “指数的な速度”を特定する．さらに次が成立することも簡単に
わかる．

lim
n→∞

1

n
logP (Zn ≥ δ) = −δ

2

2
. (0.1)

大偏差原理で扱うのはこの種の問題である．
実は (0.1)の形で定式化すると，一般化に際して問題が生じる．第一に，一般的な確
率変数（確率測度）や事象の確率を扱う場合には極限の存在は保証できない．しかし極
限の形で述べられなくとも，上下からの評価のみ得られる場合が多い．第二に，この定
式化は１次元（もしくは有限次元）の場合に限定されている．しかし確率論で典型的に
扱いたいのは，Wiener測度のような無限次元空間上の確率測度である．例えばこのよう
な理由により，(0.1)の左辺にあるような極限を計算したり証明することは可能な場合も
あるが，問題がある場合のほうが多い．

1著者が知っているだけでも [29, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 41, 42, 43, 46, 47]などがある．それ以外にも
多くあるだろう．
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現在では大偏差原理とは Varadhanによる定式化を指す．歴史的には，(0.1)に現れ
る極限や確率微分方程式に関する Friedlin-Wentzellの一連の研究などが存在する中で，
Varadhanによる定式化に最終的に至った．VaradhanはM.D. Donskerとの一連の研究の
中で，Laplace原理を無限次元空間上で展開する必要があり，そのため (0.1)のような素
朴な形ではなく一般性の高い定式化を与えた．その定式化は確率論全般において非常に
有効であることが判明し，大数の法則や中心極限定理と同様に多くの確率模型において
現れる普遍的な現象であることが次第に認識された．このことは先に見たように “large

deviations”と題した論文数の多さからも明らかであろう．
本書が主に想定しているのは測度論的な確率論をある程度知っているが，大偏差原理
についてはそれほど詳しくない読者である．大偏差原理には確率論の他の話題には現れ
ない独特な議論が多いので，そのような読者のために本書では冗長に見える危険を冒し
ても，一般的すぎない設定の下でなるべく丁寧に説明をするように心がけた．また大偏
差原理を実感を持って理解するためには，有名な確率模型に対する大偏差原理の具体例
をいくつか学ぶことが欠かせないが，その際に難しいのは大偏差原理そのものだけでは
なく，当該の確率模型に関する基礎知識を学習する点にもある．（例えば第 10章で論ず
るFreidlin-Wentzellの大偏差原理の場合は，後者に相当するのは確率微分方程式に関す
る基本事項である．）二つ目の負担を減らすために，本書では思いきって非常に有名な具
体例のみを紹介することにした．その代わりに各具体例に対して複数の証明を与えるこ
とにより，読者が個別模型を学ぶことに煩らわされる時間を減らし，大偏差原理そのも
のの「感覚」を学ぶことに集中しやすくしたつもりである．
本書を読むために必要な予備知識として，解析系分野を専攻する数学科の学生が学部
三年次までに学ぶ内容以外に次を仮定する．

• 測度論的な確率論に関する基礎知識．これに関する教科書は多く出版されている
ので，忘れた事項などあれば必要に応じて参照せよ．

• 可分完備な距離空間上の確率測度に関する基本事項．例えば，確率測度の列の弱
収束・確率測度の族の緊密性・Prokhorovの定理・Skorokhodの表現定理・正則条
件付き確率など．2

• Schilderの大偏差原理を論じる第 9章においては，Brown運動に関する初歩的な知
識を仮定する．これに関する教科書は多く出版されている．

• Freidlin-Wentzellの大偏差原理を論じる第 10章においては，確率微分方程式に関
する基本事項を仮定する．係数行列に関する大域的 Lipschitz条件の下で確率微分
方程式に一意的な強解が存在するが，この大定理までの内容を知っていれば十分
である．確率微分方程式に関する教科書は現在ではかなり多くあるので，必要に
応じて参照せよ．

2これら全てを（証明を含めて）手際よくまとめている和書は残念ながら思いあたらない．洋書である
が [39, Chapter I]や [40]などによくまとまっている．
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本書の構成を説明する．本書は大偏差原理の一般論を紹介する第 1章と大偏差原理の
有名な典型例を解説する第 2–10章の二つの部分からなる．一般論の部は大偏差原理に関
する必須の教養であり，この話題に興味を持つ全ての読者に関係する．その一方で，個
別具体例の間には論理的な関係がほとんどないので，読者は自分が知りたい具体例に関
する部分だけを読むことが可能である．（例えば確率微分方程式だけに興味を持つ読者は，
第 1章を読み終えた後に Schilderの大偏差原理と Freidlin-Wentzellの大偏差原理を論ず
る第 9–10章をいきなり読んでも基本的に問題は生じない．）
本書で扱う大偏差原理の具体例とその証明方法を箇条書きする．

• Cramérの大偏差原理．

– 1次元の場合（第 2.3節）．確率測度の変更に基づく方法．
– 多次元の場合（第 2.4節）．指数型 Chebyshevの不等式と確率測度の変更に
基づく方法．

– Gärtner-Ellisの大偏差原理の系（注意 3.2）．
– 弱収束法（第 5.4章）．相対エントロピーの連鎖率と指数型の積率公式に基づ
く方法．

– 応用：Curie-Weiss模型の大偏差原理（第 2.6節）．

• Gärtner-Ellisの大偏差原理（第 3章）．

– 応用：独立同分布な確率変数列に対する中偏差原理（第 3.3節）．
– 応用：有限状態Markov連鎖に対する大偏差原理（第 3.4節）．

• Sanovの大偏差原理．

– Cramérの大偏差原理の一般化に基づく方法（第 4章）．
– 弱収束法（第 5.5章）．相対エントロピーの連鎖率と指数型の積率公式に基づ
く方法．

– 情報理論的証明（第 6章）．

• 対数気体に対する大偏差原理（第 7章）．

• Mogulskiiの大偏差原理（第 8章）．射影極限法を用いる方法．

• Schilderの大偏差原理（第 9章）．

– Brown運動の見本路の基本性質（特に原点の近傍からの脱出確率の評価）を
用いる方法（第 9.4節）．

– Ferniqueの定理を用いる方法（第 9.5節）．
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– Mogulskiiの大偏差原理を用いる方法（第 9.6節）．

• Freidlin-Wentzellの大偏差原理（第 10章）．

– 確率微分方程式に対するEuler・丸山近似と大偏差原理に関する指数的に良い
近似を組み合わせる方法（第 10.2節）．

– 大偏差評価を用いる方法（第 10.3節）．
– 弱収束法（第 10.4節）．指数型のWiener汎函数に対する変分表示公式に基づ
く方法（第C章）．

大偏差原理の具体例は無数にあるので，非常に重要であるが本書では扱わなかった具
体例も当然多くある．例えばDonsker-Varadhanの大偏差原理が挙げられる．3 また簡単
なものを除いて，本書では大偏差原理の応用についても扱わなかった．大偏差原理を示
すこと自体が重要であることと同様に，個々の確率模型の解析に応用することも当然な
がら重要である．代表的な応用例として，Friedlin-Wentzellの大偏差原理の脱出問題へ
の応用やDonsker-Varadhanの大偏差原理を用いたWiener sausageの研究が挙げられる．
しかしその種の応用を紹介するためには各模型の詳細に立ち入る必要があり，それは大
偏差原理の基礎事項の解説を目指すという本書の趣旨から外れるため，本書では扱わな
かったことをご了承頂きたい．

3Donsker-Varadhanの大偏差原理については例えば [32, 17]を見よ．
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記号表
• N = {1, 2, . . .}：自然数の全体

• N0 = {0} ∪ N

• Z：整数の全体

• Q：有理数の全体

• R：実数の全体

• R = R ∪ {±∞}

• [0,∞] = [0,∞) ∪ {∞}

• C：複素数の全体

• supA：部分集合A ⊂ Rの上限（ただし sup ∅ = −∞）

• inf A：部分集合A ⊂ Rの下限（ただし inf ∅ =∞）

• a ∧ b = min{a, b}：a, b ∈ Rの最小

• a ∨ b = max(a, b)：a, b ∈ Rの最大

• bxc：x ∈ R以下の最大の整数

• dxe：x ∈ R以上の最小の整数

• 1A：部分集合Aの定義関数

• |A|：有限集合Aの元の個数

• ‖f‖∞：関数 f : A→ Rの上限ノルム（第 8章では本質的上限ノルム）

• B(S)：位相空間 SのBorel加法族

• A ∨ B：集合族Aと Bを含む最小の σ加法族

• A◦：位相空間における部分集合Aの内部

• A：位相空間における部分集合Aの閉包

• ∂A：位相空間における部分集合Aの境界
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• B(x, r) = BS(x, r)：距離空間 (S, d)における中心 x ∈ S，半径 r > 0の開球

B(x, r) = {y ∈ S | d(x, y) < r}

• B(x, r) = BS(x, r)：距離空間 (S, d)における中心 x ∈ S，半径 r > 0の閉球

B(x, r) = {y ∈ S | d(x, y) ≤ r}

• | · |：Rdのノルム

• ‖ · ‖ = ‖ · ‖X：無限次元ベクトル空間Xのノルム

• x · y = 〈x, y〉 = 〈x, y〉X：内積空間Xにおける xと yの内積

• {e1, . . . , ed}：Rdの標準基底

• δx：点 xにおけるDirac測度（点測度）

• M1(S)：可測空間 S上の確率測度全体

• Cb(S)：位相空間 S上の有界連続関数全体

• Mb(S)：可測空間 S上の有界可測関数全体

• ∇：Rd上の勾配作用素

• δij：Kroneckerのデルタ記号

• P (A)：事象Aの確率

• E [X]：実数値（ベクトル値）確率変数Xの期待値
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一般的な規約表
• A := BはAを既知の量Bで定義することを意味する．例えば, f(x) := x2 (x ∈ R)
は新しい関数 f を右辺で定義したことを意味する．

• RにはRの２点コンパクト化としての位相を導入する（[0, 1]と同相になる）．[0,∞]

にはRからの相対位相を入れる（これも [0, 1]と同相になる）．これは [0,∞)の１
点コンパクト化としての位相と同じである．

• ベクトル空間の係数体は明記しない限り実数体Rとする．

• ベクトル空間の部分集合A,Bと c ∈ Rに対して，次のように定める．

A+B := {x+ y | x ∈ A, y ∈ B}, cA := {cx | x ∈ A}.

• 単に確率変数と言うときは，ある確率空間上で定義されている確率変数を指し，そ
の引数（見本）もしばしば省略する．またその確率空間を明示することが重要で
ない場合は特に言及しない．

• 確率変数に関する事象を表すときはその引数（見本）を明示しないことが多い．例
えば，{ω ∈ Ω | X(ω) ≥ 0}は単に {X ≥ 0}と略記する．

• ２つの確率変数Xと Y の法則が等しいことをX
Law
= Y で表す．

• 0 log 0 := 0と定める．また log 0 := −∞，log∞ :=∞と拡張することにより，対
数関数を [0,∞]上の関数 log : [0,∞]→ Rと見なす．
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1 大偏差原理の一般論
大偏差原理の学習を本格的に始める際に，最初に知っておくべき一般的な基礎知識を
本章でまとめておく．個別具体例を論ずる次章以降とは異なり，本章の内容は大偏差原
理に興味を持つ全ての読者に関係する．

1.1 大偏差原理の定義
本節の目的は大偏差原理の定義を与えることである．それにあわせて弱大偏差原理と
指数的緊密性も導入する．
大偏差原理は位相空間上で定義された確率測度の族に対する極限定理である．本書を
通じて，大偏差原理を論じる際に確率測度の族が定義されている位相空間X はHausdorff

空間であると仮定する．特に断らない限り，X 上の σ加法族としてはBorel加法族B(X )
（すなわちX の開部分集合全体から生成される σ加法族）を考え，X 上の確率測度とし
ては B(X )上で定義されているもの（すなわちBorel確率測度）のみを扱う．
まず速度関数の定義をするが，その前に下半連続性の定義を復習する．拡大非負値関
数 I : X → [0,∞] = [0,∞) ∪ {∞}が下半連続であるとは，任意の r ∈ [0,∞]に対して
I−1([0, r]) = {x ∈ X | I(x) ≤ r}が閉集合になることをいう．

定義 1.1. Hausdorff空間 X 上の速度関数 I とは，下半連続な拡大非負値関数 I : X →
[0,∞]のことである．速度関数 I が有限の値を取る集合，すなわち I−1([0,∞)) = {x ∈
X | I(x) < ∞}を I の実効定義域と呼ぶ．任意の r ∈ [0,∞)に対して I−1([0, r])がコン
パクト集合になるとき，Iを良い速度関数と呼ぶ．4

X 上の確率測度の族に対する大偏差原理を考えるときは，大雑把に分類するとその族
が小さな正数 0 < ε� 1で添字付けられている場合と，自然数 n ∈ Nで添字付けられて
いる場合の２種類がある．ここでは主に前者についてまず解説し，後者については後で
軽く触れる．
X 上の確率測度の族 {µε}ε∈(0,1]に対する大偏差原理を考えるときには，速度とは広義
単調減少する正値関数 a : (0, 1]→ (0,∞)で limε↘0 aε =∞を満たすもののことである．5
最も典型的な速度の例は aε = 1/εまたは aε = 1/ε2である．6

4文献によっては,速度関数が良いことを速度関数の定義や大偏差原理の定義に含めてあるので，少し
注意する必要がある．[34, 29]などがそういった例である．

5ε↘ 0のときの極限を議論するので，添字 εが属する集合を (0, 1]から (0, c]に代えても結局同値であ
る．ここで cは任意の正数である．簡単のため本書では c = 1とする．

6よく似た用語であるが，「速度関数」と「速度」ははっきり違う．前者は “rate function”の訳語であり，
後者は “speed”の訳語である．
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定義 1.2. 以下の２条件が満たされているとき，Hausdorff空間 X 上の確率測度の族
{µε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに速度関数 Iに対して速度 aεで大偏差原理を満たすという．

lim
ε↘0

1

aε
log µε(O) ≥ − inf

x∈O
I(x), OはX の任意の開集合． (1.1)

lim
ε↘0

1

aε
log µε(F ) ≤ − inf

x∈F
I(x), F はX の任意の閉集合． (1.2)

(1.1)を大偏差原理の下からの評価と呼び，(1.2)を大偏差原理の上からの評価と呼ぶ．

定義から直ちにわかることを２つ注意する．上記の大偏差原理 (1.1)かつ (1.2)は次の
条件と同値である．任意のA ∈ B(X )に対して

− inf
x∈A◦

I(x) ≤ lim
ε↘0

1

aε
log µε(A) ≤ lim

ε↘0

1

aε
log µε(A) ≤ − inf

x∈A
I(x).

ここでA◦とAはそれぞれAの内部と閉包である．大偏差原理が成り立っている場合は
A = X とすればすぐわかるように infx∈X I(x) = 0である．後述の補題 1.13で説明する
が，Iが良いときは IはX 上で最小値を持つので，実はminx∈X I(x) = 0である．
直感的にはこの定義はA ∈ B(X )に対して，ε > 0が十分小さいときに

µε(A) ≒ exp
(
−ε−1 inf

x∈A
I(x)

)
ということを言っている．7 Aが速度関数の零点から離れている（すなわち infx∈A I(x) > 0

の）ときは，µε(A)が「指数的な速さで減少する」という現象を速度関数 Iと部分集合
Aを用いてうまく表している．さらに直感的な表現として，物理学の文脈では

µε(x) ≒ exp
(
−ε−1I(x)

)
, x ∈ X

として表現されることもある．式が表すように，「値 x ∈ X が現れる（非常に小さい）確
率は e−ε

−1I(x)である」と解釈される．（本段落の説明は厳密ではない．）
次は確率変数の族に対する大偏差原理を導入する．確率論ではX 上の確率測度がなん
らかの確率空間上で定義されたX 値確率変数の法則（すなわち像測度）として得られて
いる場合が非常に多い．そこで簡単のためにX 値確率変数の族の法則がX 上で大偏差
原理を満たすことをもって，その確率変数の族は大偏差原理を満たすということにする．
定義 1.3. X , Iおよび aは定義 1.2と同じとする．各 ε ∈ (0, 1]に対して，Xεはある確率
空間 (Ωε,Fε,Pε)上で定義されたX 値確率変数だとし，その法則をPε ◦ (Xε)

−1と書く．8X
上の確率測度の族 {Pε ◦ (Xε)

−1}ε∈(0,1]が定義 1.2の条件 (1.1)かつ (1.2)を満たすときに，
{Xε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに速度関数 Iに対して速度 aεで大偏差原理を満たすという．

7大偏差原理の初心者で logの中に確率が入っているのを気持ち悪く感じる人は，このように指数関数
の形で書いてみるとよい．

8すなわち，任意の A ∈ B(X )に対して Pε ◦ (Xε)
−1(A) := Pε((Xε)

−1(A))とおくことにより定まる X
上の確率測度のことである．
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次は弱大偏差原理を定義する．これは上からの評価を閉集合に対して要請する代わり
に，コンパクト集合に対してのみ要請するものである．下からの評価はまったく同じで
ある．大偏差原理から弱大偏差原理が導けることは自明だが，実は前者は後者より真に
強い命題であることが知られている．9（煩雑になるので書かないが，X 値確率変数の族
{Xε}ε∈(0,1]の弱大偏差原理も定義 1.3と同じ要領で定義する．）
定義 1.4. 以下の２条件が満たされているとき，Hausdorff空間 X 上の確率測度の族
{µε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに速度関数 Iに対して速度 aεで弱大偏差原理を満たすという．

lim
ε↘0

1

aε
log µε(O) ≥ − inf

x∈O
I(x), OはX の任意の開集合． (1.3)

lim
ε↘0

1

aε
log µε(F ) ≤ − inf

x∈K
I(x), KはX の任意のコンパクト集合． (1.4)

(1.3)を弱大偏差原理の下からの評価と呼び，(1.4)を弱大偏差原理の上からの評価と呼ぶ．

３つ目に指数的緊密性を定義する．（煩雑になるので書かないが，X 値確率変数の族
{Xε}ε∈(0,1]の指数的緊密性も定義 1.3と同じ要領で定義する．）
定義 1.5. Hausdorff空間X 上の確率測度の族 {µε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに（速度 aεで）
指数的に緊密であるとは，任意の r ∈ [0,∞)に対してあるX のコンパクト集合Krが存
在して

lim
ε↘0

1

aε
log µε(X \Kr) ≤ −r

が成立することをいう．
大雑把に言えば「指数的な尺度で測ったとしても，µεのほとんどの重みはある共通の
コンパクト集合に乗っている」という条件である．なお上記の定義の中で「コンパクト」
を「相対コンパクト」に変えても同値な定義であることは明らかであろう．
注意 1.6. 測度の族（または確率変数の族）の添字集合がNの場合（つまり「列」の場合）
でも，定義 1.2, 定義 1.4, 定義 1.5が自然に修正できることは明らかであろうから省略す
る．この場合，速度とは広義単調増大する非負値数列a = {an}n∈Nで，limn→∞ an =∞を
満たすもののことである．自然な例はan = nd (d ∈ N)であり，最重要例は当然an = nで
ある．（例えば大偏差原理の定義を例に取ると，定義 1.2に登場する添字 ε ∈ (0, 1], ε↘ 0

をただ単に n ∈ N, n→∞に書き直せばよい．）
注意 1.7. 確率論では確率測度が定義された空間はほぼ常に可分完備距離空間である．し
たがって，読者があまりこの分野に詳しくない場合は，X が可分完備距離空間であると
して本章を読むことを勧める．実際，本書においてX が可分完備距離空間でない場合を
本当に扱っているのは

9例えば X = (0, 1)の場合に，I ≡ ∞と点測度の族 {δε}ε∈(0,1] を考えてみよ．
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• 射影極限法に関する第 1.9節

• 射影極限法を用いてMogulskiiの定理を証明する第 8章

• Mogulskiiの定理を用いる Schilderの定理の証明法を紹介する第 9.6節
の３箇所である．これら以外には一般化された Sanovの定理を扱う第 6章もあるが，こ
れは定義 1.2の意味での大偏差原理ではない．もし読者がこれらの話題に興味がなけれ
ば，X が可分完備距離空間である場合のみ考えても特に実害はない．

1.2 基礎中の基礎
大偏差原理に関する学習を本格的に始める前の準備として，いくつかの簡単な事実を
本節でまとめて紹介する．大偏差原理業界ではこれらは常識だと見なされており，多く
の文献では特に説明もせずに使うが，本書の趣旨にのっとり本節では証明を与える．
注意 1.8. 本章の残り（第 1.2節から 1.9節まで）においては，確率測度の族が ε ∈ (0, 1]

で添字付けられており，大偏差原理（弱大偏差原理，指数的緊密性）の速度が aε = 1/ε

である場合のみを議論する．（一般の速度を持つ場合や自然数で添字付けられている場合
などでも，本章中の証明に自明な修正をすることにより事実上同じ命題を証明できる．）

1.2.1 非確率論的な事項
事象の確率の対数を取った量は大偏差原理以外の確率論の話題ではそれほどは現れな
いので，すぐには馴染めない読者もいるかもかもしれない．その種の量の極限を計算す
るときに頻繁に用いる補題を２つ紹介する．
補題 1.9. k ∈ Nとし，Ai : (0, 1]→ [0,∞]とする（1 ≤ i ≤ k）．このとき次が成り立つ．

lim
ε↘0

ε log

(
k∑
i=1

Aiε

)
= max

1≤i≤k
lim
ε↘0

ε logAiε. (1.5)

証明. k = 2の場合に (1.5)を示せば十分である．そのためには各 ε ∈ (0, 1]に対して，次
の不等式を示せばよい．

(ε log s) ∨ (ε log t) ≤ ε log(s+ t) ≤ (ε log s) ∨ (ε log t) + ε log 2, s, t ∈ [0,∞]. (1.6)

実際 (s, t) = (A1
ε, A

2
ε)を代入して上極限を取れば，limε↘0と∨は明らかに交換するので，

(1.5)の k = 2の場合が得られる．ちなみに (s, t) = (0, 0), (0,∞), (∞, 0), (∞,∞)のとき
は (1.6)は自明である．それ以外の場合は次の不等式に帰着される．

0 ≤ log(s+ t)− (log s) ∨ (log t) ≤ log 2, s, t ∈ (0,∞). (1.7)
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s ≤ tのとき明らかに log(s+ t)− log t ≥ 0であり，
log(s+ t)− log t ≤ log(2t)− log t = log 2

となっている．よって対称性により任意の s, t ∈ (0,∞)に対して (1.7) が成立すること
がわかり，証明が終わる．
補題 1.10. 任意のA : (0, 1]→ [0,∞]とB : (0, 1]→ [0,∞] に対して，次が成り立つ．

lim
ε↘0

ε log(Aε +Bε) ≤ (lim
ε↘0

ε logAε) ∨ (lim
ε↘0

ε logBε) (1.8)

証明. 簡単のために α := limε↘0 ε logAεおよび β := limε↘0 ε logBεとおく．β < ∞の
場合のみ示せば十分である．任意の β′ ∈ (β,∞)に対して，ある ε0 ∈ (0, 1]が存在して，
ε ∈ (0, ε0]であれば ε logBε ≤ β′となる．また単調減少して 0に収束する部分列 {εn}n∈N
が存在して，α = limn→∞ εn logAεnとなる．部分列を取ると下極限の値は広義増大する
ので，

lim
ε↘0

ε log(Aε +Bε) ≤ lim
n→∞

εn log(Aεn +Bεn)

≤ lim
n→∞

εn log(Aεn + eβ
′/εn)

≤ lim
n→∞

εn log(Aεn + eβ
′/εn)

≤ (lim
ε↘0

εn logAεn) ∨ (lim
ε↘0

εn log e
β′/εn) = α ∨ β′

となる．ここで補題 1.9を使った．最後に β′ ↘ βとして，(1.8)を得る．

下半連続関数に関する補題をいくつか与える．fをHausdorff空間X 上の (−∞,∞]値
関数とする．各 α ∈ (−∞,∞]に対して f−1((−∞, α]) = {x ∈ X | f(x) ≤ α} がX の閉
集合であるとき，f を下半連続関数と呼ぶ．下半連続関数は Borel可測であることに注
意せよ．また各 α ∈ Rに対して f−1((−∞, α]) がX のコンパクト集合であるとき，f を
良い下半連続関数と呼ぶ．
f : X → (−∞,∞]が下半連続であれば，定義により

f(x) = sup

{
inf
y∈U

f(y)

∣∣∣∣U ⊂ X : U は xの開近傍
}
, x ∈ X (1.9)

となる．特に任意の x ∈ X と−∞ < κ < f(x)を満たす任意の κに対して, xの開近傍U

で infy∈U f(y) ≥ κを満たすものが存在する．実際，(1.9)の左辺が右辺以上であること
は自明である．κ ∈ (−∞, f(x))を任意に取ると，下半連続性により f−1((κ,∞))は xの
開近傍である．従って右辺の値は κ以上である．κ↗ f(x)として (1.9)を得る．なおX
が距離空間の場合は，(1.9)の右辺は

sup
δ>0

inf{f(y) | y ∈ BX (x, δ)} = lim
δ↘0

inf{f(y) | y ∈ BX (x, δ)}
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に等しいことに注意せよ．
次の命題は関数の下半連続性についての基本的な命題である．

命題 1.11. f : X → (−∞,∞]をHausdorff空間X 上の下に有界な関数とする．このと
き次が成立する．

(1) 次で定義される関数 f : X → (−∞,∞]は下半連続である．10

f(x) := sup

{
inf
y∈U

f(y)

∣∣∣∣ U ⊂ X : U は xの開近傍
}
, x ∈ X .

(2) f が下半連続であることと，f = f が成立することは同値である．

証明. まず f は下に有界なので f は (−∞,∞]値であることに注意する．f が下半連続で
あることを示すためには，任意の α ∈ Rに対して f−1((α,∞])が開集合であることを示
せばよい．f(x) > αを満たす x ∈ X を任意に取る．f(x)の定義により，xの開近傍Uで

f(y) ≥ inf
y′∈U

f(y′) > α, y ∈ U

を満たすものが存在する．よって U ⊂ f−1((α,∞])である．これで f−1((α,∞])は開集
合であることがわかったので，f の下半連続性が示された．
(1)により f は下半連続なので，f = f ならば f は下半連続である．逆に f が下半連
続ならば，(1.9)の直後で見たように f = f である．

補題 1.12. Λを空でない添字集合とし，{fλ : X → (−∞,∞]}λ∈ΛをHausdorff空間X 上
の下半連続関数の族とする．このとき supλ∈Λ fλもX 上の (−∞,∞]値の下半連続関数で
ある．さらにある λに対して fλが良いことも仮定すると，supλ∈Λ fλも良い．

証明. 任意の α ∈ (−∞,∞]に対して，明らかに{
x ∈ X

∣∣∣∣ sup
λ∈Λ

fλ(x) ≤ α

}
=
⋂
λ∈Λ

{x ∈ X | fλ(x) ≤ α}

となるが，仮定により右辺は閉集合族の共通部分なので閉集合である．ある λに対して
fλが良い場合は，上式の右辺にある集合は閉集合とコンパクト集合の共通部分なのでコ
ンパクトである．

補題 1.13. X をHausdorff空間，f : X → (−∞,∞]を良い下半連続関数とする．f がX
の空でない閉集合 F 上において下から有界であれば，f は F 上で最小値を持つ．

10f は f の下半連続化と呼ばれる．
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証明. 簡単のために β := infx∈F f(x) > −∞とおく．f(z) = βとなる z ∈ F が存在する
ことを見ればよい．β =∞のときは，f はF 上恒等的に∞なので証明することはない．
よって β ∈ Rの場合に，有限交叉性を持つ閉集合族を用いたコンパクト性の特徴づけを
用いて補題を証明する．補題の主張は f−1({β})∩F が空でないことなので，これを示す．
f が良いために，各 n ∈ Nに対して f−1((−∞, β + 1/n])∩ F は空でないコンパクト集
合であり，nに関して広義単調減少である．Hausdorff空間ではコンパクト集合は閉集合
なので，有限交叉性により⋂

n∈N

{f−1((−∞, β + 1/n]) ∩ F} 6= ∅.

となる．一方，左辺の集合は⋂
n∈N

{f−1((−∞, β + 1/n]) ∩ F} = f−1((−∞, β]) ∩ F = f−1({β}) ∩ F

となるので，f−1({β}) ∩ F は空でないことがわかった．
補題 1.14. X を距離空間とする．このとき f : X → (−∞,∞]に対して次の２条件は同
値である．
(1) f は下半連続である．すなわち任意の α ∈ (−∞,∞]に対して，f−1((−∞, α])は閉
集合である．

(2) 任意のX の収束列 {zn}n∈Nに対して，f(limn→∞ zn) ≤ limn→∞ f(zn)が成り立つ．
証明. ここでは z∞ := limn→∞ znと書く．(1)を仮定すると，任意の δ ∈ (0, 1)に対して
{x ∈ X | f(x) > f(z∞) − δ}は z∞の開近傍である．よって，有限個の例外を除いた
全ての znはこの開近傍に属する（すなわち f(zn) > f(z∞) − δを満たす）．これから
limn→∞ f(zn) ≥ f(z∞)− δを得るが，δの任意性により (2)を得る．
逆を示そう．α ∈ (−∞,∞]を任意とする．{zn}n∈Nを部分集合 f−1((−∞, α])の点列
で，ある z∞ ∈ X に収束しているとする．(2)を用いると f(z∞) ≤ limn→∞ f(zn) ≤ αな
ので，z∞ ∈ f−1((−∞, α])とわかる．これは f−1((−∞, α])が閉であることを意味するの
で，(1)が得られた．
補題 1.15. I : X → [0,∞]をHausdorff空間X 上で定義された良い速度関数だとする．
(1) {Fδ}δ∈(0,1]をX の閉集合の族で，δに関して広義単調増大だとする．11このとき

inf
z∈F0

I(z) = lim
δ↘0

inf
z∈Fδ

I(z)

が成立する．ただし F0 := ∩δ∈(0,1]Fδとおいた．

11δ ≤ δ′ のとき Fδ ⊂ Fδ′ が成り立つという意味である．
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(2) さらにX を距離空間だと仮定する．部分集合A ⊂ X に対して，
dX (z, A) := inf

x∈A
dX (z, x) および Aδ := {z ∈ X | dX (z, A) ≤ δ}

と定める．このとき任意のA ⊂ X に対して，次の等式が成立する．
inf
z∈A

I(z) = lim
δ↘0

inf
z∈Aδ

I(z).

証明. まず (1)を示す．簡単のため示すべき式の右辺の値を βと書く．この式の左辺が β

以上であることは明らかなので，β以下であることを示せば十分である．β <∞と仮定
してよい．β′ ∈ (β,∞)を任意に取る．自明な評価 β′ > β ≥ infz∈Fδ

I(z)と Iが良いこと
により，各 δに対してFδ ∩ I−1([0, β′])は空でないコンパクト集合で，さらに δに関して
広義単調である．有限交叉性により

F0 ∩ I−1([0, β′]) =
( ⋂
δ∈(0,1]

Fδ

)
∩ I−1([0, β′]) =

⋂
δ∈(0,1]

(Fδ ∩ I−1([0, β′])) 6= ∅

となるが，これは infz∈F0 I(z) ≤ β′を意味する．最後に β′ ↘ βとして (1)の証明が終
わる．
次に (2)を示す．３角不等式により z 7→ dX (z, A)の連続性が簡単に確認できるので，

Aδは閉集合であり，明らかに δに関して広義単調である．よって (1)を適用できる．最
後に ∩δ∈(0,1]Aδ = {z ∈ X | dX (z, A) = 0} = Aに注意すると証明が終わる．

1.2.2 位相空間の分離公理
少し本節の趣旨から外れるかもしれないが，ちょうどよい機会なのでここで少し寄り
道して，位相空間の分離公理について復習する．なお距離空間上の大偏差原理のみに興
味を持つ読者は読み飛ばしてよい．
以下，位相空間 Yに対する条件を導入する．

(T1) Yの任意の相異なる２点x, yに対して，xの開近傍で yを含まないものが存在する．
(T2) Yの任意の相異なる２点x, yに対して，xの開近傍Uと yの開近傍V でU ∩V = ∅

となるものが存在する．
(T3) 任意の閉部分集合F ⊂ Yと任意のx ∈ F cに対して，x ∈ U , F ⊂ V かつU∩V = ∅

となる開部分集合 U と V が存在する．

(T2)を満たす位相空間をHausdorff空間という．(T1)かつ (T3)を満たす位相空間を正
則空間という．12距離空間は正則である．明らかに (T2)は (T1)を導く．
定義から簡単にわかる事実を述べる．
12分離公理 (T3)や正則空間の定義については２つの流儀があるようである．本書の定義は [19, 21]な
どに従った．しかし例えば [6]は異なる定義を採用している．
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• (T1)は「任意の１点集合が閉である」という条件と同値である．

• (T2)は「Y ×Yの対角線集合がY ×Yの閉部分集合である」という条件と同値で
ある．ここで Y × Yには直積位相が備わっている．

• Hausdorff空間においてはコンパクト集合は閉集合である．

• Yが正則であればHausdorffである．

本書では射影極限法に関係して，距離付け可能ではない位相ベクトル空間を扱うので，
位相ベクトル空間と分離公理の関係に関する事実を１つ紹介しよう．ベクトル空間のス
カラー体はRとする．
Yが位相ベクトル空間とは，Yが位相空間かつベクトル空間であり，さらにベクトル
空間としての演算

Y × Y 3 (x, y) 7→ x+ y ∈ Y , R× Y 3 (a, x) 7→ ax ∈ Y

がどちらも連続写像であることをいう．ここでY ×YとR×Yには直積位相が備わって
いる．位相ベクトル空間Yの部分集合A,Bに対して，A+B := {x+ y | x ∈ A, y ∈ B}
および−A := {−x | x ∈ A}と定める．A = −Aとなるとき，Aは対称的であるという．
（B = {y}のときはB + y := B + {y}と略記する．）

命題 1.16. Y を位相ベクトル空間とする．このとき Y は (T3)を満たす．したがって，
１点集合 {0}が Yで閉であれば，Yは位相空間として正則である．

証明. まず 0の任意の開近傍W に対して，0の対称的な開近傍Oが存在してO+O ⊂ W

となることを示そう．加法の連続性により，V + U ⊂ W を満たす 0の開近傍 V とU が
存在する．そこで O := V ∩ (−V ) ∩ U ∩ (−U)とおくと，作り方により O = −Oかつ
O +O ⊂ W となる．
F ⊂ Yを x ∈ Yを含まない閉部分集合とする．平行移動は同相写像なので，初めから

x = 0と仮定してよい．このとき F cは 0の開近傍であるので，0のある対称的な開近傍
Oを取ればO+O ⊂ F c，すなわち (O+O)∩F = ∅を満たす．このときO∩ (O+F ) = ∅
が従うことに注意せよ．実際，これが空でないとすれば，x, y ∈ Oと f ∈ F で x = y+ f

を満たすものが存在するが，対称性により−y ∈ Oなので x− y = f ∈ (O + O) ∩ F と
なり矛盾する．O+F = ∪x∈F (O+ x)と書けるので，これはF を含む開集合である．以
上により Yが (T3)を満たすことがわかった．
平行移動は同相写像なので，{0}がYで閉のときは任意の１点集合が閉である．これ
は (T1)と同値なので，Yは正則である．

注意 1.17. 命題 1.16は「任意の位相群は (T3)を満たす」という有名な事実の特殊な場
合である．実際，上記の証明中でスカラー倍は全く使っていない．
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1.2.3 確率論的な事項
大偏差原理の学習を始める前に確認しておくべき事項のうち，確率論に関係するもの
をまとめておく．まず大偏差原理の速度を固定した場合，速度関数は一意的に決まるこ
とを見る．
命題 1.18. {µε}ε∈(0,1]を正則空間 X 上の確率測度の族で，ε ↘ 0のときに速度 1/εで
大偏差原理を満たすとする．このとき，この大偏差原理に付随する速度関数は一意的で
ある．
証明. ２つの異なる速度関数が Iと J がこの大偏差原理に付随すると仮定する．このと
き I(z) 6= J(z)となる z ∈ X が存在する．対称性により I(z) > J(z)としてよい．これ
から矛盾を導く．まず I(z) > κ > J(z)となる κ ∈ Rを任意に取る．(1.9)により zの開
近傍 U で infx∈U I(x) ≥ κを満たすものが取れる．分離公理 (T3)を zと閉集合 U cに適
用すると，zの開近傍Oと U cの開近傍 V でO ∩ V = ∅となるものが存在する．V cは
閉かつO ⊂ V cなのでO ⊂ V cであるが，これからO ∩ U c ⊂ O ∩ V = ∅となり，結局
O ⊂ U とわかる．したがって特に infx∈O I(x) ≥ κを得る．大偏差原理により

− inf
x∈O

J(x) ≤ lim
ε↘0

ε log µε(O) ≤ lim
ε↘0

ε log µε(O) ≤ − inf
x∈O

I(x) ≤ −κ

が成り立つ．よって infx∈O J(x) > κを得る．一方で infx∈O J(x) ≤ J(z) < κであるため
矛盾が生じた．

確率測度の族の重みがある部分集合にのみ乗っている場合，大偏差原理が全体集合上
で満たされることと，その部分集合上で満たされることの関係はどうであろうか．次の
命題で議論するが，その前にまず相対位相の定義を思い出そう．
この段落ではX を位相空間とし，Zをその部分集合とする．O′ ⊂ ZがZ位相に関す
る開集合であることは，X 位相に関する開集合O ⊂ X が存在してO′ = O ∩Zと書ける
ことと同値である．同様に F ′ ⊂ ZがZ位相に関する閉集合であることは，X 位相に関
する閉集合 F ⊂ X が存在して F ′ = F ∩ Zと書けることと同値である．なおZがX 位
相に関する閉集合である場合は，F ′ ⊂ ZがZ位相に関する閉集合であることとX 位相
に関する閉集合であることは同値である．
命題 1.19. {µε}ε∈(0,1]をHausdorff空間X 上の確率測度の族，ZをX のBorel可測集合
とし，任意の ε ∈ (0, 1]に対して µε(Z) = 1が成り立つとする．ZにはX からの相対位
相（部分集合としての位相）が備わっている．
(1) Zは閉集合で，ε↘ 0のとき {µε}はZ上で速度関数 I ′ : Z → [0,∞]に対して大偏
差原理を満たすとする．Zc上では値を∞とおいて I ′の拡張 I : X → [0,∞]を定
める．このとき，Iは速度関数であり，ε↘ 0のとき {µε}はX 上で Iに対して大
偏差原理を満たす．
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(2) ε↘ 0のとき {µε}はX 上で速度関数 I : X → [0,∞]に対して大偏差原理を満たす
とし，さらに I−1([0,∞)) ⊂ Zとする．このとき {µε}はZ上で速度関数 I ′ := I ↾Z
13に対して大偏差原理を満たす．

証明. (1)を示す．拡張の仕方により，r ∈ [0,∞)のとき I−1([0, r]) = (I ′)−1([0, r])となる
が，I ′がZ上の速度関数であるために右辺はZで閉であり，その結果X でも閉である．
これで Iが速度関数であることがわかった．X 位相に関する開集合O ⊂ X を任意に取る．
このときO ∩ZはZ位相に関して開である．また明らかに infx∈O I(x) = infx∈O∩Z I

′(x)

となる．Z上の大偏差原理の下からの評価により
− inf

x∈O
I(x) = − inf

x∈O∩Z
I ′(x) ≤ lim

ε↘0

ε log µε(O ∩ Z) = lim
ε↘0

ε log µε(O)

となり，X 上の大偏差原理の下からの評価を得る．上からの評価も全く同じ論法で証明
できるので省略する．
(2)を示す．Z 位相に関する開集合O′ ⊂ Z を任意に取る．このとき，あるX 位相に
関する開集合Oに対してO′ = O ∩Zとなる．仮定 I−1([0,∞)) ⊂ Zにより IはZc上で
は恒等的に∞であるため infx∈O I(x) = infx∈O′ I ′(x)となる．X 上の大偏差原理の下か
らの評価により

− inf
x∈O′

I ′(x) = − inf
x∈O

I(x) ≤ lim
ε↘0

ε log µε(O) = lim
ε↘0

ε log µε(O
′)

となり，Z上の大偏差原理の下からの評価を得る．上からの評価も全く同じ論法で証明
できるので省略する．
注意 1.20. Zが閉集合のときは，命題 1.19 (2)の仮定 I−1([0,∞)) ⊂ Zは常に満たされ
る．実際，開集合Zcは重さが常に 0なので，X 上の大偏差原理の下からの評価により

− inf
x∈Zc

I(x) ≤ lim
ε↘0

ε log µε(Zc) = −∞

であるが，これは IはZc上で恒等的に∞であること，すなわち I−1([0,∞)) ⊂ Z と同
値である．

大偏差原理の定義に現れる関数は速度関数（下半連続）であることが要請される．実
は下半連続とは限らない場合に大偏差原理の上下評価が成立すれば，その関数が下半連
続になるように取り替えることができる．この主張を以下の命題で正確に述べる．
命題 1.21. X をHausdorff空間とし，I : X → [0,∞]を下半連続とは限らない関数とす
る．X 上の確率測度の族 {µε}ε∈(0,1]は，任意のA ∈ B(X )に対して

− inf
x∈A◦

I(x) ≤ lim
ε↘0

ε log µε(A) ≤ lim
ε↘0

ε log µε(A) ≤ − inf
x∈A

I(x) (1.10)

13I ↾Z は I を Z に制限した関数を表す．
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を満たすと仮定する．このとき，X 上の確率測度の族 {µε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに速度
関数 Iに対して大偏差原理を満たす．
証明. I が速度関数であることは命題 1.11(1)による．ほぼ明らかに I ≥ I が成立する
ので，(1.10)により速度関数 Iに対して大偏差原理の上からの評価が成立する．大偏差
原理の下からの評価を示すために，開集合O ⊂ X と x ∈ Oを任意に取る．xの開近傍
U ⊂ Oに対して，(1.10)により

lim
ε↘0

ε log µε(O) ≥ lim
ε↘0

ε log µε(U) ≥ − inf
y∈U

I(y)

が成立する．このとき xの開近傍Uについて下限を取ると，右辺は−I(x)になる．さら
に x ∈ Oについて上限を取ることにより

lim
ε↘0

ε log µε(O) ≥ − inf
x∈O

I(x)

を得る．

定義から容易に予想できることだが，{µε}ε∈(0,1]がX 上で速度関数 Iに対して大偏差原
理を満たしているとき，重みは Iの零点の周りに集中しそうである．少なくともX が距離
空間で Iが良いときは，以下のようにこのことを厳密に示せる．Uが I−1(0)の開近傍であ
れば，補題 1.13によりminx∈Uc I(x) (=: a)は存在し，作り方からa > 0であるため，大偏
差原理の上からの評価により limε↘0 ε log µε(U

c) ≤ −a，特に limε↘0 µε(U
c) = 0が成り立

つ．特に I(z) = 0となる z ∈ X が唯一つ存在する場合は，この事実から limε↘0 µε(F ) ≤
δz(F )が任意の閉集合 F ⊂ X に対して成立することがわかるので，limε↘0 µε = δzと弱
収束している．14状況がさほど悪くないときは，実は「弱収束」を「概収束」に強めるこ
とができる．15

命題 1.22. X を距離空間とし，κ ∈ (0,∞)とする．確率空間 (Ω,F ,P)上で定義された
X 値確率変数の列 {Xn}n∈Nが n → ∞のときに速度 nκで良い速度関数 I に対して大偏
差原理を満たすとする．さらに I(z) = 0となる z ∈ X が唯一つ存在すると仮定する．こ
のとき，P (limn→∞Xn = z) = 1である．
証明. 任意の r ∈ (0,∞)を取る．このとき開球B(z, r)に対して上と同様の議論をすると，
ar := minx/∈B(z,r) I(x) > 0かつ limn→∞ n−κ logP (Xn /∈ B(z, r)) ≤ −arを得る．よって，
nが十分大ならば P (Xn /∈ B(z, r)) ≤ e−n

κar/2となり，特に∑∞
n=1 P (Xn /∈ B(z, r)) <∞

となる．Borel-Cantelliの定理により，Cr := {無限個の nに対してXn /∈ B(z, r)}は零集
合である．これらの合併∪r∈Q∩(0,∞)Crも零集合であり，その補集合上では limn→∞Xn = z

が成立している．
14いわゆる Portmanteauの定理は一般の距離空間上で成立する．例えば [27, 定理 2.1]を参照せよ．
15非可算なパラメータ集合を持つ確率変数族は概収束との相性が良くない．よって，この命題だけパラ
メータ集合は Nとする．
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1.3 弱大偏差原理に関する基礎事項
本節では弱大偏差原理に関する基本的な事実を２つ紹介する．どちらも非常に有名な
だけでなく実用上も頻出する議論であるため，大偏差原理を学ぶ者にとっては常識の範
疇に属する事項である．
１つ目の事実を標語的にまとめると以下のようになる．

「弱大偏差原理」＋「指数的緊密性」=⇒ 「大偏差原理」

要するに，名前が示すとおり弱大偏差原理は大偏差原理より弱いのだが，指数的緊密性
が成立している場合には両者は同値なのである．
命題 1.23. {µε}ε∈(0,1]をHausdorff空間X 上の指数的に緊密な Borel確率測度の族とす
る．もし {µε}ε∈(0,1]が ε↘ 0のときに速度関数 Iに対して弱大偏差原理を満たすならば，
実は {µε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに良い速度関数 Iに対して大偏差原理を満たす．
証明. まず指数的緊密性と弱大偏差原理の上からの評価から，大偏差原理の上からの評
価が従うことを見る．F をX の閉集合とする．指数的緊密性により，各 r ∈ (0,∞)に対
して limε↘0 ε log µε(K

c
r) < −rとなるコンパクト集合Krが存在する．このとき F ∩Kr

はコンパクトなので，弱大偏差原理により

lim
ε↘0

ε log µε(F ) ≤ lim
ε↘0

ε log[µε(F ∩Kr) + µε(K
c
r)]

≤
(
lim
ε↘0

ε log µε(F ∩Kr)

)
∨
(
lim
ε↘0

ε log µε(K
c
r)

)
≤
(
− inf

x∈F∩Kr

I(x)

)
∨ (−r)

≤
(
− inf

x∈F
I(x)

)
∨ (−r)

を得る．２つ目の不等号で上極限に関する補題 1.9も用いた．上式で r ↗∞として大偏
差原理の上からの評価を得る．
次に Iが良いことを示す．各 r ∈ (0,∞)に対して弱大偏差原理の下からの評価を用い
ると

− inf
x∈Kc

r

I(x) ≤ lim
ε↘0

ε log µε(K
c
r) ≤ lim

ε↘0
ε log µε(K

c
r) < −r

を得る．この不等式から I(x) ≤ rならば x /∈ Kc
r となること，すなわち I−1([0, r]) ⊂ Kr

が従う．I−1([0, r])はコンパクト集合の閉部分集合なのでコンパクトである．これで Iが
良いことが示せた．

２つ目の事実を少し単純化して説明する．大偏差原理の「局所版」または「各点版」
だと解釈できる条件 (1.11)を導入すると，実はその条件から弱大偏差原理が従うことが
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証明できる．（命題 1.23と合わせると，条件 (1.11)と指数的緊密性から大偏差原理が従う
ことになる．）
命題 1.24. {µε}ε∈(0,1]を距離空間X 上のBorel確率測度の族だとする．任意の x ∈ X に
対して

lim
δ↘0

lim
ε↘0

ε log µε(B(x, δ)) = lim
δ↘0

lim
ε↘0

ε log µε(B(x, δ)) ∈ [−∞, 0] (1.11)

が成立することを仮定し，この値を −I(x) と定める．このとき I は速度関数であり，
{µε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに Iに対して弱大偏差原理を満たす．16

証明. 各 x ∈ X と δ > 0に対して
L(x, δ) := − lim

ε↘0

ε log µε(B(x, δ))

とおく．δに関する広義単調性と (1.11)により

I(x) = sup
δ>0

L(x, δ) = sup
δ>0

[
− lim

ε↘0
ε log µε(B(x, δ))

]
(1.12)

が成り立つことに注意せよ．
r ≥ 0に対して I(x) > rとすると，Iの定義によりある δ > 0に対して L(x, δ) > rと
なる．すると任意の x̃ ∈ B(x, δ)に対して，δ̃ > 0をB(x̃, δ̃) ⊂ B(x, δ)となるように取れ
ば，I(x̃) ≥ L(x̃, δ̃) ≥ L(x, δ) > r となる．これはB(x, δ) ⊂ {x ∈ X | I(x) > r}を意味
するので，{x ∈ X | I(x) > r}がX の開集合であることがわかる．これで Iは下半連続
であることがわかったので，Iが速度関数であることが示せた．
次は Oを X の開集合だとする．任意の x ∈ Oに対して，δ > 0を十分小さく取り，

B(x, δ) ⊂ Oとなるようにする．このとき
lim
ε↘0

ε log µε(O) ≥ lim
ε↘0

ε log µε(B(x, δ)) = −L(x, δ) ≥ −I(x)

となる．この右辺の x ∈ Oに関する上限を取れば，開集合に対する下からの評価を得る．
最後にKをX のコンパクト集合だとする．κ ∈ (0, 1)に対して Iκ(x) := (I(x)−κ)∧κ−1

とおき，Iを下から近似する．(1.12)により，任意の x ∈ Kに対してある δx > 0が存在
して，

− lim
ε↘0

ε log µε(B(x, δx)) ≥ Iκ(x)

となる．Kのコンパクト性により，有限個の x1, . . . , xm ∈ Kが存在し（それに対応する
δを δ1, . . . , δmと書くと），K ⊂ ∪mi=1B(xi, δi)と被覆できる．したがって，

lim
ε↘0

ε log µε(K) ≤ lim
ε↘0

ε log
( m∑
i=1

µε(B(xi, δi))
)

16[33, 第 4.1.2節]ではHausdorff空間上でこの命題を証明しているが，本書ではそこまで一般化しない．
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≤ max
1≤i≤m

lim
ε↘0

ε log µε(B(xi, δi))

≤ − min
1≤i≤m

Iκ(xi) ≤ − inf
x∈K

Iκ(x)

と評価できる．ここで上極限に関する補題 1.9を用いた．最後に κ↘ 0とすると，右辺
は− infx∈K I(x)に収束することがごく簡単に示せるので，コンパクト集合に対する上か
らの評価を得る．
上記の命題 1.24のいわば「ほぼ逆」を主張するのが下記の命題 1.25である（もちろん
厳密には「逆」ではない）．この命題 1.23により，指数的緊密性の下では (i) 大偏差原
理 (ii) 弱大偏差原理 (iii) 大偏差原理の局所版，すなわち条件 (1.11)または (1.13)の３者
は全て同値である．
命題 1.25. 距離空間 X 上の Borel確率測度の族 {µε}ε∈(0,1]は ε ↘ 0のときに速度関数
I : X → [0,∞]に対して大偏差原理を満たすとする．このとき，任意の x ∈ X に対して

lim
δ↘0

lim
ε↘0

ε log µε(B(x, δ)) = −I(x) = lim
δ↘0

lim
ε↘0

ε log µε(B(x, δ)) (1.13)

が成立する．17

証明. x ∈ Xに対して

g(x) := lim
δ↘0

inf{I(y) | y ∈ B(x, δ)} = lim
δ↘0

inf{I(y) | y ∈ B(x, δ)}

とおく．右の等号は B(x, δ) ⊂ B(x, δ) ⊂ B(x, 2δ)による．このとき g(x) = I(x)とな
ることを見る．g(x) ≤ I(x)は自明である．仮に g(x) < I(x) ≤ ∞とする．g(x) < r <

I(x)のとき x ∈ I−1([0, r])cである．I−1([0, r])cは開なので，δ > 0が十分小さいときは
B(x, δ) ⊂ I−1([0, r])cとなるが，これは inf{I(y) | y ∈ B(x, δ)} ≥ rを意味する．δ ↘ 0

とすると g(x) ≥ rとなり矛盾する．これで g(x) = I(x)が得られた．
大偏差原理の下からの評価

−I(x) ≤ inf{I(y) | y ∈ B(x, δ)} ≤ lim
ε↘0

ε log µε(B(x, δ))

において，δ ↘ 0とすると−I(x) ≤ limδ↘0 limε↘0 ε log µε(B(x, δ)) を得る．大偏差原理
の上からの評価

lim
ε↘0

ε log µε(B(x, δ)) ≤ − inf{I(y) | y ∈ B(x, δ)}

において，δ ↘ 0としてg(x) = I(x)を用いると，limδ↘0 limε↘0 ε log µε(B(x, δ)) ≤ −I(x)
を得る．以上をまとめて (1.13)を得る．

17[33, 第 4.1.2節]では正則空間上でこの命題を証明しているが，本書ではそこまで一般化しない．
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注意 1.26. {µε}ε∈(0,1]が良い速度関数に対して大偏差原理を満たしている場合でも，指
数的に緊密とは限らないことに注意せよ．18 （ただし，距離空間X が局所コンパクトの
場合は成立することが，比較的簡単に証明できる．）

1.4 Laplace原理
測度論の重要な定理の多くが「部分集合形」と「関数形」の２つの形を持つ．前者は
部分集合の重みを用いて定理の主張を記述し，後者は適切な試験関数の空間に属する関
数の積分値を用いて記述する．大偏差原理の定義（定義 1.2）は明らかに前者に属する
が，後者に相当するものはあるのだろうか．実は本節で解説する Laplace原理がそれで
ある．すなわち Laplace原理とは大偏差原理のいわば関数形である．
本節では (X , d)を距離空間とし，X上で定義された実数値有界連続関数の全体をCb(X )
と表す．
定義 1.27. X 上のBorel確率測度の族 {µε}ε∈(0,1]と速度関数 I : X → [0,∞]に対して

lim
ε↘0

ε log

∫
X
eh(x)/εµε(dx) = sup

x∈X
{h(x)− I(x)}, h ∈ Cb(X ) (1.14)

が成立するとき，{µε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに速度関数 Iに対して（速度 1/εで）Laplace
原理を満たすという．1920

明らかな言い換えであるが hの代わりに−hを考えることにより，Laplace原理は以下
のように述べられる．{µε}ε∈(0,1]が ε ↘ 0のときに速度関数 I に対して Laplace原理を
満たすとは，次が成立することである．

lim
ε↘0

ε log

∫
X
e−h(x)/εµε(dx) = − inf

x∈X
{h(x) + I(x)}, h ∈ Cb(X ). (1.15)

(1.14)の右辺は非積分関数と速度関数の差の上限になっており，(1.15)の右辺は非積分
関数と速度関数の和の下限になっている．統計力学に関する問題では (1.14)が用いられ，
弱収束法による大偏差原理の証明では (1.15)が用いられる．
まずVaradhanの補題を述べる．これは大偏差原理から無条件に Laplace原理が従う
ことを主張する．
定理 1.28. 距離空間X 上のBorel確率測度の族 {µε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに速度関数 I

に対して大偏差原理を満たすと仮定する．このとき，{µε}ε∈(0,1]は同じ速度関数 I に対
して Laplace原理を満たす．

18この件に関しては [33, P. 8, Remark] を見よ．
19正確には試験関数のクラスを明記して，「Cb(X )上で Laplace原理を満たす」と言うべきであろう．
20もちろん，速度を 1/εでなく任意にした場合や，測度の列 {µn}n∈N の場合にも同様に Laplace原理
を定義できるが，ほぼ自明であろうから省略する．
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証明. まず大偏差原理の上からの評価により，Laplace原理 (1.14)の上からの評価が従
うことを見る．M := 1 + supx∈X |h(x)|とおく．N ∈ Nと j = 1, . . . , N に対して

EN,j :=

{
x ∈ X

∣∣∣∣ −M +
2(j − 1)M

N
≤ h(x)

}
,

FN,j :=

{
x ∈ X

∣∣∣∣ −M +
2(j − 1)M

N
≤ h(x) < −M +

2jM

N

}
とおく．hは連続（上半連続）なのでEN,jは閉集合であり，∪1≤j≤NFN,j = X となる．
補題 1.9と大偏差原理の上からの評価により

lim
ε↘0

ε log

∫
X
eh/εdµε ≤ lim

ε↘0
ε log

( N∑
j=1

∫
FN,j

eh/εdµε

)
≤ lim

ε↘0
ε log

( N∑
j=1

e(−M+2jM/N)/εµε(FN,j)
)

≤ lim
ε↘0

ε log
( N∑
j=1

e(−M+2jM/N)/εµε(EN,j)
)

≤ max
1≤j≤N

{
−M +

2jM

N
− inf

x∈EN,j

I(x)
}

≤ max
1≤j≤N

{
sup

x∈EN,j

{h(x)− I(x)}+ 2M

N

}
≤ sup

x∈X
{h(x)− I(x)}+ 2M

N

を得る．この式でN →∞として，Laplace原理 (1.14)の上からの評価を得る．
次に大偏差原理の下からの評価により，Laplace原理 (1.14)の下からの評価が従うこ
とを見る．z ∈ X と δ > 0を任意とする．hは連続（下半連続）なので U := {y ∈ X |
h(y) > h(z)− δ}は zの開近傍である．Uに対する大偏差原理の下からの評価を用いると

lim
ε↘0

ε log

∫
X
eh/εdµε ≥ lim

ε↘0

ε log

∫
U

eh/εdµε

≥ h(z)− δ + lim
ε↘0

ε log µε(U)

≥ h(z)− δ − inf
x∈U

I(x)

≥ h(z)− I(z)− δ

を得る．δ ↘ 0とした後に zに関する上限を取ると

lim
ε↘0

ε log

∫
X
eh/εdµε ≥ sup

z∈X
{h(z)− I(z)}
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となり，Laplace原理 (1.14)の下からの評価が得られた．これで定理 1.28の証明が完成
した．
注意 1.29. 定理 1.28 の証明からわかるように，h が上に有界かつ上半連続であれば
Laplace原理 (1.14)の上からの評価が成立する．また hが下に有界かつ下半連続であ
れば Laplace原理 (1.14)の下からの評価が成立する．

Varadhanの補題の逆は速度関数が良ければ成り立つ．すなわち速度関数が良い場合
には，大偏差原理と Laplace原理は同値である．
定理 1.30. 距離空間X 上のBorel確率測度の族 {µε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに良い速度関
数 Iに対してLaplace原理を満たすとする．このとき，{µε}ε∈(0,1]は同じ速度関数 Iに対
して大偏差原理を満たす．
証明. ここではLaplace原理として (1.15)を用いる．大偏差原理の下からの評価を先に示
す．O ⊂ Xを開集合とする．infx∈O I(x) =∞のときは示すことはないので，infx∈O I(x) <
∞と仮定してよい．I(x) <∞となる x ∈ Oを任意に取る．さらにM ∈ (I(x),∞)を１
つ取る．Oは開なので，B(x, δ) ⊂ Oを満たす δ > 0が存在する．以上の x,M, δに対し
て，h ∈ Cb(X )を次の式で定める．

h(y) :=M
(d(y, x)

δ
∧ 1
)
.

明らかに h(x) = 0であり，y /∈ B(x, δ)であれば h(y) =M，さらに任意の z ∈ X に対し
て 0 ≤ h(z) ≤M を満たす．このとき∫

X
e−h/εdµε =

∫
B(x,δ)c

e−h/εdµε +

∫
B(x,δ)

e−h/εdµε ≤ e−M/ε + µε(B(x, δ)) (1.16)

となる．
上の (1.16)から

lim
ε↘0

ε log

∫
X
e−h/εdµε ≤ max

{
−M, lim

ε↘0

ε log µε(B(x, δ))
}

(1.17)

が従うことを確認しよう．簡単のため aε := µε(B(x, δ))および λ := limε↘0 ε log aεと書
く．ある 0に収束する単調減少列 {εk}k∈N ⊂ (0, 1] に対して λ = limk→∞ εk log aεkとなる
ことに注意せよ．この部分列に対して (1.16)を用いると

lim
ε↘0

ε log

∫
X
e−h/εdµε = lim

k→∞
εk log

∫
X
e−h/εkdµεk

≤ lim
k→∞

εk log(e
−M/εk + aεk)

≤ max{ lim
k→∞

εk log e
−M/εk , lim

k→∞
εk log aεk} = max{−M,λ}
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となり，(1.17)が確認できた．
一方，Laplace原理を仮定したので

lim
ε↘0

ε log

∫
X
e−h/εdµε = − inf

y∈X
{h(y) + I(y)} ≥ −h(x)− I(x) = −I(x)

となる．これら２式によりmax{−M,λ} ≥ −I(x)を得るが，−M < −I(x)であるため，
結局

lim
ε↘0

ε log µε(O) ≥ λ ≥ −I(x)

を得る．xに関して上限を取ると

lim
ε↘0

ε log µε(O) ≥ − inf{I(x) | x ∈ O, I(x) <∞} = − inf{I(x) | x ∈ O}

となり，大偏差原理の下からの評価が得られた．
ここから大偏差原理の上からの評価の証明を始める．F ⊂ X を閉集合とする．このF

に対して ψ ↾F≡ 0および ψ ↾F c≡ ∞とおくと，ψはX 上で下半連続である．d(x, F ) :=
infy∈F d(x, y)を xから F への距離とすると，これは xに関して連続である．各m ∈ N
に対して

hm(x) := m(d(x, F ) ∧ 1)

と定めると，hm ∈ Cb(X )であり，m→∞のときに各 xで hm(x)↗ ψ(x) と広義単調収
束する．よって明らかに

ε log µε(F ) = ε log

∫
X
e−ψ/εdµε ≤ ε log

∫
X
e−hm/εdµε

となるので，Laplace原理を用いて次の評価を得る．

lim
ε↘0

ε log µε(F ) ≤ lim
ε↘0

ε log

∫
X
e−hm/εdµε = − inf

x∈X
{hm(x) + I(x)}

したがって

lim
m→∞

inf
x∈X
{hm(x) + I(x)} = inf

x∈F
I(x) (1.18)

を示せば証明が終わる．(1.18)の左辺が右辺を超えないことはほぼ自明である．実際

inf
x∈X
{hm(x) + I(x)} ≤ inf

x∈X
{ψ(x) + I(x)} = inf

x∈F
I(x)

に注意すればよい．よって逆向きの不等式

lim
m→∞

inf
x∈X
{hm(x) + I(x)} ≥ inf

x∈F
I(x) (1.19)
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を示すことに問題は帰着された．infx∈F I(x) > 0の場合のみ示せばよい．
(i) まず infx∈F I(x) = ∞，すなわち F 上で I ≡ ∞となる場合を考える．任意の十分
大きなR ∈ (1,∞)を取る．仮定により {I ≤ R} := {x ∈ X | I(x) ≤ R}はコンパクトで
ある．

inf
x∈X
{hm(x) + I(x)} = inf

x∈{I≤R}
{hm(x) + I(x)} ∧ inf

x∈{I≤R}c
{hm(x) + I(x)}

≥ inf
x∈{I≤R}

{m(d(x, F ) ∧ 1) + I(x)} ∧R

となる．コンパクト集合 {I ≤ R}と閉集合 F は互いに素であるので，距離空間の一般
論により２集合間の距離 d({I ≤ R}, F ) := inf{d(y, z) | y ∈ {I ≤ R}, z ∈ F}は真に正
である．よって

lim
m→∞

inf
x∈X
{hm(x) + I(x)} ≥ lim

m→∞
m{d({I ≤ R}, F ) ∧ 1} ∧R = R

となる．R↗∞として，この場合について (1.19)を得る．
(ii) 次に infx∈F I(x) ∈ (0,∞)となる場合を考える．簡単のために c := infx∈F I(x)と
表す．F 上で hm ≡ 0なので

inf
x∈X
{hm(x) + I(x)} = c ∧ inf

x∈F c
{hm(x) + I(x)}

が成り立つ．したがって，この場合に (1.19)を得るためには

lim
m→∞

inf
x∈F c
{hm(x) + I(x)} ≥ c (1.20)

を示せば十分である．
κ ∈ (0, 1)を任意に取りO := {I > c− κ}とおくと，Oは F を含む開集合である．ま
たK := {I ≤ c+ 1}とおくとこれはコンパクトで，K ∩ F 6= ∅を満たす．このとき，

F c = (F c ∩Kc) ∪ (F c ∩K) = (F c ∩Kc) ∪ {(O \ F ) ∩K} ∪ (Oc ∩K)

と３つの互いに素な部分集合に分割される．(F c ∩Kc)∪ {(O \ F )∩K}上では Iの値は
c− κを超えることに注意せよ．さらに

d(F,Oc ∩K) := inf{d(y, z) | y ∈ F, z ∈ Oc ∩K} > 0

が成り立つ．実際，F は閉でOc ∩Kはコンパクトであり，F ⊂ Oによりそれらは互い
に素であるため，距離空間の一般論が再び使える．
以上をまとめて

inf
x∈F c
{hm(x) + I(x)} = inf

x∈F c∩Kc
{hm(x) + I(x)}
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∧ inf
x∈(O\F )∩K

{hm(x) + I(x)} ∧ inf
x∈Oc∩K

{hm(x) + I(x)}

≥ (c− κ) ∧ inf
x∈Oc∩K

{m(d(x, F ) ∧ 1) + I(x)}

≥ (c− κ) ∧m(d(Oc ∩K,F ) ∧ 1)

を得る．ここでm→∞とした後に κ↘ 0とすると (1.20)を得る．これで (ii)の場合も
(1.19)が示せたので，定理 1.30の証明が全て終わった．

1.5 縮小原理と逆縮小原理
大偏差原理の定義が開集合と閉集合を用いて記述されていることから容易に想像がつ
くが，大偏差原理は連続写像と相性がよい．すなわち連続写像の定義域での大偏差原理
はごく自然に値域に遺伝する．この事実は非常に有名で縮小原理と呼ばれている．ほぼ
無条件に成り立つのだが，速度関数が良いことを仮定している点に注意せよ．（この仮定
は値域に誘導される関数 J が本当に速度関数であることの証明中で使われている．）

命題 1.31. ψを Hausdorff空間 X から Hausdorff空間 Y への連続写像とする．X 上の
Borel確率測度の族 {µε}ε∈(0,1]は ε ↘ 0のときに良い速度関数 I に対して大偏差原理を
満たすとする．このとき

J(y) :=

{
inf{I(x) | x ∈ ψ−1(y)}, ψ−1(y) 6= ∅のとき,
∞, ψ−1(y) = ∅のとき

と定義すると，JはY上の良い速度関数であり，像測度の族 {µε ◦ψ−1}ε∈(0,1]は ε↘ 0の
ときに J に対して大偏差原理を満たす．

証明. まず次の事実を示す．

J−1([0, λ]) = ψ(I−1([0, λ])), λ ∈ [0,∞). (1.21)

右辺はコンパクト集合の連続像なのでコンパクトである．よって，これから直ちに Jが
良い速度関数であることがわかる．x ∈ X のときx ∈ ψ−1(ψ(x))なので，J(ψ(x)) ≤ I(x)

である．特に x ∈ I−1([0, λ])のときは，J(ψ(x)) ≤ λすなわち ψ(x) ∈ J−1([0, λ])がわか
る．これで J−1([0, λ]) ⊃ ψ(I−1([0, λ]))が示せた．
次は J−1([0, λ]) ⊂ ψ(I−1([0, λ]))を示す．そのためには任意の y ∈ J−1([0, λ])に対し
て，ψ−1(y)∩ I−1([0, λ]) 6= ∅を示せば十分である．YのHausdorff性とψの連続性により
ψ−1(y)は閉であることに注意せよ．よって，{ψ−1(y)∩I−1([0, λ+1/m])}m∈Nはコンパク
ト集合ψ−1(y)∩ I−1([0, λ+1])の空でない閉部分集合の広義単調減少列である．したがっ
て有限交叉性により，その極限ψ−1(y)∩ I−1([0, λ]) = ∩m∈Nψ

−1(y)∩ I−1([0, λ+1/m])も
空ではない．以上で (1.21)が示せた．
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次は大偏差原理を示す．まず J の定義の仕方から，任意のA ⊂ Yに対して

inf{J(y) | y ∈ A} = inf{I(x) | x ∈ ψ−1(A)}

となることに注意せよ．（通常どおり inf ∅ =∞とする．）ψが連続なので，O ⊂ Yが開集
合のとき，ψ−1(O)も開集合である．Iに対する大偏差原理を使うと

lim
ε↘0

ε log µε(ψ
−1(O)) ≥ − inf{I(x) | x ∈ ψ−1(O)} = − inf{J(y) | y ∈ O}

を得る．同様の議論により，閉集合 F ⊂ Yに対して

lim
ε↘0

ε log µε(ψ
−1(F )) ≤ − inf{J(y) | y ∈ F}

も得られる．これで命題 1.31の証明が終わった．

X 上に２種類の位相が定義されていて，片方がもう片方より強いとする．また {µε}は
強い方の位相に関するBorel確率測度の族だとする．仮に弱い方の位相に関して {µε}が
大偏差原理を満たすとしても，強い方の位相に関して大偏差原理を満たすことはもちろ
ん一般には期待できない．しかし，実は強い方の位相に関する指数的緊密性を仮定する
と強い方の位相に関する大偏差原理が成り立つ．この事実は逆縮小原理と呼ばれる．や
や一般化して，連続な単射に対してこの原理を定式化する．

命題 1.32. ψをHausdorff空間X からHausdorff空間Yへの連続な単射とする．X 上の
Borel確率測度の族 {µε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに以下の２条件を満たすとする．

• {µε}ε∈(0,1]はX 上で指数的に緊密である．

• {µε ◦ ψ−1}ε∈(0,1]は Y上で速度関数 J に対して弱大偏差原理を満たす．

このとき，{µε}ε∈(0,1]はX 上で良い速度関数 I := J ◦ ψに対して大偏差原理を満たす．

証明. 明らかに I は速度関数である．{µε}ε∈(0,1]はX 上で I に対して弱大偏差原理を満
たすことを示せば十分である．なぜならば命題 1.23により，これから所望の大偏差原理
と Iが良いことが共に従うからである．
K ⊂ X を任意のコンパクト集合だとする．ψは連続なので，ψ(K)もコンパクトであ
る．像測度の族に対して弱大偏差原理を仮定したので，ψの単射性と合わせて

lim
ε↘0

ε log µε(K) = lim
ε↘0

ε log µε ◦ ψ−1(ψ(K)) ≤ − inf
y∈ψ(K)

J(y) = − inf
x∈K

I(x)

と上からの評価を得る．

34



下からの評価を示す．O ⊂ X を任意の開集合とし，I(x) <∞となる x ∈ Oを任意に
取る．指数的緊密性により，あるコンパクト集合Kで

lim
ε↘0

ε log µε(K
c) < −I(x) (1.22)

を満たすものが存在する．ψ(K)はYのコンパクト集合なので，像測度の族に対する弱
大偏差原理により

− inf
z∈Kc

I(z) = − inf
y∈ψ(Kc)

J(y)

≤ − inf
y∈ψ(K)c

J(y)

≤ lim
ε↘0

ε log µε ◦ ψ−1(ψ(K)c)

= lim
ε↘0

ε log µε ◦ ψ−1(ψ(Kc))

≤ lim
ε↘0

ε log µε(K
c) < −I(x)

を得る．特に x ∈ Kである．ψの単射性により，ψ(Kc) ⊂ ψ(K)cおよび ψ−1(ψ(Kc)) =

ψ−1(ψ(K)c)となることも用いている．
ψをKに制限したψ ↾Kはコンパクト集合Kからψ(K)への連続な全単射なので，実
は同相写像であることに注意せよ．これはKの閉部分集合はコンパクトなので，その像
はψ(K)のコンパクト部分集合，したがってψ(K)の閉部分集合になるためである．よっ
て ψ ↾K の逆写像は連続である．
ψ(O ∩K)は ψ(K)内の開集合なので，相対位相の定義によりある開集合U ⊂ Yが存
在して ψ(x) ∈ ψ(O ∩ K) = U ∩ ψ(K)となる．明らかに U ∩ ψ(Oc ∩ K) = ∅であり，
ψ−1(U) ∩ (Oc ∩K) = ∅である．よって

ψ−1(U) = (ψ−1(U) ∩O) ∪ (ψ−1(U) ∩Oc ∩Kc) ∪ (ψ−1(U) ∩Oc ∩K) ⊂ O ∪Kc

という包含関係に注意すると，

µε ◦ ψ−1(U) ≤ µε(O) + µε(K
c)

という不等式を得る．弱大偏差原理と下極限に関する補題 1.10を用いて

−I(x) = −J(ψ(x)) ≤ lim
ε↘0

ε log µε ◦ ψ−1(U) ≤
[
lim
ε↘0

ε log µε(O)

]
∨
[
lim
ε↘0

ε log µε(K
c)

]
を得る．これを (1.22)と合わせると

−I(x) ≤ lim
ε↘0

ε log µε(O), x ∈ O ∩ I−1([0,∞))

とわかる．この式で xに関する上限を取れば，所望の下からの評価を得る．
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1.6 指数的な近似
本節の目的は大偏差原理に対する指数的に良い近似を証明することである．これは連
続写像に対する縮小原理を一般化したものだと解釈できる．
本節を通じて (Y , d)を可分距離空間とする．21 Y × Y において，対角線の近傍の補集
合を以下のように書く．

Γδ := {(ỹ, y) ∈ Y × Y | d(ỹ, y) > δ}, δ ∈ (0,∞).

これは定め方から開集合である．通常通りYとY ×Yの可測構造としてはBorel加法族
を考える．可分性により，Z1とZ2が共にある共通の確率空間上で定義されたY値確率
変数であれば，(Z1, Z2)は Y × Y値確率変数であることがわかる．22

定義 1.33. 各 ε ∈ (0, 1]に対して，(Ω,Bε,Qε)を確率空間とし，Z̃εとZεをこの確率空間
上で定義されたY値確率変数だとする．任意の δ ∈ (0,∞)に対して

lim
ε↘0

ε logQε((Z̃ε, Zε) ∈ Γδ) = −∞

となるとき，Y値確率変数の族 {Z̃ε}ε∈(0,1]と {Zε}ε∈(0,1]は指数的に同値であるという．
またY上のBorel確率測度の族 {µ̃ε}ε∈(0,1]と {µε}ε∈(0,1]が指数的に同値であるとは，上
記のような {(Ω,Bε,Qε)}ε∈(0,1] および {Z̃ε}ε∈(0,1], {Zε}ε∈(0,1] で，各 ε ∈ (0, 1]に対して
Qε ◦ Z̃−1

ε = µ̃ε およびQε ◦ Z−1
ε = µεを満たすものが存在することをいう．

少なくとも速度関数が良い場合には，指数的に同値である２つの確率測度の族は大偏
差原理の観点からは区別できない．このことを次の命題で確認する．

命題 1.34. 上記の定義 1.33にある状況を仮定する．さらに ε↘ 0とするとき {µε}ε∈(0,1]
は良い速度関数 Iに対して大偏差原理を満たすとする．このとき {µ̃ε}ε∈(0,1]も全く同じ
大偏差原理を満たす．

証明. Yの閉集合 F と δ ∈ (0, 1)を任意に取り，F δ := {y ∈ Y | d(y, F ) ≤ δ}とおく．明
らかに

Z̃ε ∈ F ⇐⇒ “Z̃ε ∈ F かつ d(Z̃ε, Zε) ≤ δ” または “Z̃ε ∈ F かつ d(Z̃ε, Zε) > δ”

=⇒ Zε ∈ F δ または d(Z̃ε, Zε) > δ

であるから，
Qε(Z̃ε ∈ F ) ≤ Qε(Zε ∈ F δ) +Qε(d(Z̃ε, Zε) > δ)

21[33, 第 4.2.2節]では一般の距離空間で議論しているが，本書では簡単のために可分性を仮定する．
22もちろん可測性を気にしている．距離空間に対しては可分性と Lindelöf性が同値であることを使うと
簡単に示せる．
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が成り立つ．この両辺の ε logを取り，指数的に同値であることを使うと

lim
ε↘0

ε logQε(Z̃ε ∈ F ) ≤
[
lim
ε↘0

ε logQε(Zε ∈ F δ)

]
∨
[
lim
ε↘0

ε logQε(d(Z̃ε, Zε) > δ)

]
≤
[
− inf

y∈F δ
I(y)

]
∨ (−∞) = − inf

y∈F δ
I(y)

を得る．ここで補題 1.9も用いた．Iが良いことと補題 1.15により，右辺は δ ↘ 0のと
き− infy∈F I(y)に収束する．これで上からの評価が示せた．
下からの評価を示す．Yの開集合Oおよびx ∈ Oを任意に取る．δ > 0をB(x, 2δ) ⊂ O

となるように選ぶ．このとき

Zε ∈ B(x, δ) =⇒ Z̃ε ∈ O または d(Z̃ε, Zε) > δ

であるから，
Qε(Zε ∈ B(x, δ)) ≤ Qε(Z̃ε ∈ O) +Qε(d(Z̃ε, Zε) > δ)

となる．このとき指数的に同値であることを使うと，この式から

−I(x) ≤ − inf
y∈B(x,δ)

I(y)

≤ lim
ε↘0

ε logQε(Zε ∈ B(x, δ))

≤
[
lim
ε↘0

ε logQε(Z̃ε ∈ O)
]
∨
[
lim
ε↘0

ε logQε(d(Z̃ε, Zε) > δ)

]
≤ lim

ε↘0

ε logQε(Z̃ε ∈ O)

が従う．なお下極限に関する補題 1.10も用いた．最後に xに関する上限を取れば，求め
る下からの評価が得られる．

ここで本節の主題である指数的に良い近似と呼ばれる概念を導入しよう．

定義 1.35. 各 ε ∈ (0, 1]とm ∈ Nに対して (Ω,Bε,Qε,m)を確率空間とし，Z̃εと Zε,mを
この確率空間上で定義されたY値確率変数だとする．さらに任意の δ ∈ (0,∞)に対して

lim
m→∞

lim
ε↘0

ε logQε,m((Z̃ε, Zε,m) ∈ Γδ) = −∞

となるとき，{Zε,m}ε∈(0,1],m∈N は {Z̃ε}ε∈(0,1]の指数的に良い近似であるという．
またY上のBorel確率測度の族{µε,m}ε∈(0,1],m∈Nと{µ̃ε}ε∈(0,1]に対して，前者が後者の指
数的に良い近似であるとは，上記のような{(Ω,Bε,Qε,m)}ε∈(0,1],m∈Nおよび{Zε,m}ε∈(0,1],m∈N,

{Z̃ε}ε∈(0,1]で，任意の ε,mに対して，Qε,m ◦ Z̃−1
ε = µ̃ε およびQε,m ◦ Z−1

ε,m = µε,mを満た
すものが存在することをいう．
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次の命題が本節の主目的である．指数的に良い近似が成立している状況では，近似す
る確率測度の族に対する大偏差原理が，極限として得られる確率測度の族に遺伝する．
なお本命題は前述の命題 1.34を特殊な場合として含むことを注意せよ．（Zε,mや µε,mが
近似の番号m ∈ Nに依存しない場合だと思えばよい．）

命題 1.36. {µε,m}ε∈(0,1],m∈N と {µ̃ε}ε∈(0,1]はY上のBorel確率測度の族とし，前者は後者
を指数的に良く近似すると仮定する．また任意のm ∈ Nに対して {µε,m}ε∈(0,1]は ε↘ 0

のとき速度関数 Im に対して大偏差原理を満たすとする．ここで I : Y → [0,∞]を

I(x) = sup
δ>0

lim
m→∞

inf{Im(z) | z ∈ B(x, δ)} (1.23)

と定める．このとき，次が成り立つ．

(1) {µ̃ε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のとき速度関数 Iに対して弱大偏差原理を満たす．

(2) さらに Iが良い速度関数であることと，任意の閉集合 F ⊂ Yに対して

inf{I(x) | x ∈ F} ≤ lim
m→∞

inf{Im(x) | x ∈ F} (1.24)

を満たすことを仮定すると，{µ̃ε}ε∈(0,1]は ε↘ 0のとき Iに対して大偏差原理を満
たす．

証明. 与えられた {µε,m}と {µ̃ε}に対して，{Z̃ε}，{Zε,m}，{(Ω,Bε,Qε,m)}を定義 1.35

にあるように取る．本証明中では Γ′
δ = {ω ∈ Ω | (Z̃ε, Zε,m) ∈ Γδ}と略記する．（この事象

が ε,mに依存することは明示しない．）
命題 1.24により，(1)を証明するには任意の x ∈ Yに対して次の等式を示せば十分で
ある．

I(x) = − inf
δ>0

lim
ε↘0

ε log µ̃ε(B(x, δ)) = − inf
δ>0

lim
ε↘0

ε log µ̃ε(B(x, δ)) (1.25)

まず δ, ε,mを固定するごとに，

{Zε,m ∈ B(x, δ)} ⊂ {Z̃ε ∈ B(x, 2δ)} ∪ {(Z̃ε, Zε,m) ∈ Γδ}

と包含されるため，
µε,m(B(x, δ)) ≤ µ̃ε(B(x, 2δ)) +Qε,m(Γ

′
δ)

と評価できることに注意せよ．
次は {µε,m}に対する大偏差原理の下からの評価を用いて

− inf{Im(z) | z ∈ B(x, δ)} ≤ lim
ε↘0

ε log µε,m(B(x, δ))

≤ lim
ε↘0

ε log(µ̃ε(B(x, 2δ)) +Qε,m(Γ
′
δ))
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≤ lim
ε↘0

ε log µ̃ε(B(x, 2δ)) ∨ lim
ε↘0

ε logQε,m(Γ
′
δ)

とわかる．ここで補題 1.10を用いた．ここでmに関する極限を取り，指数的に良い近
似であることを使うと

lim
m→∞

{
− inf{Im(z) | z ∈ B(x, δ)}

}
≤ lim

ε↘0

ε log µ̃ε(B(x, 2δ)).

を得る．
この一連の議論におけるZε,mと Z̃εの役割を交換して同様に評価すると，

µ̃ε(B(x, δ)) ≤ µε,m(B(x, 2δ)) +Qε,m(Γ
′
δ)

の極限を取ることになり，大偏差原理の上からの評価と補題 1.9を用いて次の不等式も
得る．

lim
ε↘0

ε log µ̃ε(B(x, δ)) ≤ lim
m→∞

{
− inf{Im(z) | z ∈ B(x, 2δ)}

}
.

これら２つの不等式を合わせると，各 δ > 0と x ∈ Yに対して

lim
m→∞

{
− inf{Im(z) | z ∈ B(x, δ/2)}

}
≤ lim

ε↘0

ε log µ̃ε(B(x, δ))

≤ lim
ε↘0

ε log µ̃ε(B(x, δ))

≤ lim
m→∞

(
− inf{Im(z) | z ∈ B(x, 2δ)}

)
≤ lim

m→∞

(
− inf{Im(z) | z ∈ B(x, 3δ)}

)
≤ lim

m→∞

(
− inf{Im(z) | z ∈ B(x, 3δ)}

)
となる．ここで δ > 0に関する下限を取ると，最左辺と最右辺が一致するので，結局全
てが等しくなる．これで (1.25)が示せた．
次は (2)を示す．閉集合 F を任意に取る．δ, ε,mを固定するごとに

{Z̃ε ∈ F} ⊂ {Zε,m ∈ F δ} ∪ {(Z̃ε, Zε,m) ∈ Γδ}

となる．ここで F δ := {x ∈ Y | d(x, F ) ≤ δ}も閉集合である．ここで大偏差原理の上か
らの評価と補題 1.9を用いると次の評価を得る．

lim
ε↘0

ε log µ̃ε(F ) ≤ lim
ε↘0

ε log µε,m(F
δ) ∨ lim

ε↘0
ε logQε,m(Γ

′
δ)

≤
(
− inf{Im(x) | x ∈ F δ}

)
∨ lim
ε↘0

ε logQε,m(Γ
′
δ).
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ここでm→∞として，指数的に良い近似であることと仮定 (1.24)を用いると
lim
ε↘0

ε log µ̃ε(F ) ≤ − lim
m→∞

inf{Im(x) | x ∈ F δ} ≤ − inf{I(x) | x ∈ F δ}

となる．最後に Iが良いことと補題 1.15により
inf{I(x) | x ∈ F} = lim

δ↘0
inf{I(x) | x ∈ F δ}

が成り立つことに注意すれば，証明が終わる．

縮小原理（命題 1.31）において，連続写像の定義域で成り立つ大偏差原理は自然に値
域に遺伝することを見た．もちろん写像が連続でないときはこの種のことは一般には期
待できない．それでも適切な意味で連続写像に「近い」写像であれば，縮小原理が成り
立つことを主張するのが次の命題である．値域に誘導される速度関数 I ′は縮小原理に現
れるものと同じ形をしていることに注意せよ．
命題 1.37. Hausdorff空間X 上のBorel確率測度の族 {µε}ε∈(0,1] は良い速度関数 Iに対
して，ε↘ 0のときに大偏差原理を満たすとする．各m ∈ Nに対して，ψm : X → Yは
X から可分距離空間 Y への連続写像だとする．さらに ψ : X → Y は以下の条件を満た
す可測写像だとする．

lim
m→∞

sup{d(ψm(x), ψ(x)) | x ∈ X , I(x) ≤ λ} = 0, λ ∈ [0,∞). (1.26)

Y上のBorel確率測度の族 {µ̃ε}ε∈(0,1]が {µε ◦ ψ−1
m }ε∈(0,1],m∈Nにより指数的に良く近似さ

れるならば，{µ̃ε}は ε ↘ 0のとき良い速度関数 I ′に対して大偏差原理を満たす．ただ
し，I ′(y) = inf{I(x) | x ∈ ψ−1(y)}と定める．（通常どおりに inf ∅ =∞とおく．）
証明. 各mに対してψmは連続なので，縮小原理（命題 1.31）により {µε ◦ψ−1

m }ε∈(0,1]は
大偏差原理を次の速度関数に対して満たす．

I ′m(y) = inf{I(x) | x ∈ ψ−1
m (y)}.

条件 (1.26)における一様収束により，ψは集合 I−1([0, λ])上で連続である．この事実を
用いると，縮小原理の証明と同じ議論で

ψ(I−1([0, λ])) = (I ′)−1([0, λ]) (1.27)

となることが示せるので，I ′が Y上の良い速度関数であることがわかる．
本証明はやや複雑なので，ここで証明の流れを説明しておく．もちろん上述の命題 1.36

を用いて大偏差原理を示すのだが，その命題中の速度関数 (1.23) に相当するのは，この
場合は

Ĩ(y) := sup
δ>0

lim
m→∞

inf{I ′m(z) | z ∈ B(y, δ)}

であることに注意せよ．以下のように議論が進む．
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• すでに最初の段落で示したように，I ′が良いことを確認する．

• 命題 1.36中の十分条件 (1.24)が（Ĩではなく）I ′に対して成立することを見る．

• I ′ = Ĩを示す．

• {µ̃ε}と {µε ◦ ψ−1
m }に対して命題 1.36を適用する．

ここから証明を再開する．閉集合 F ⊂ Yに対して，

γm := inf{I ′m(y) | y ∈ F} = inf{I(x) | x ∈ ψ−1
m (F )}

および γ := limm→∞ γmとおく．このとき，任意の δ > 0に対して

inf{I ′(y) | y ∈ F δ} ≤ γ (1.28)

となることを示す．ただし F δ := {y ∈ Y | d(y, F ) ≤ δ}である．γ = ∞のときは自明
なので，以下では γ <∞と仮定する．{γm}の適当な部分列を選び，γm → γ とできる．
（この部分列を再び同じ記号で表す．）さらに supm∈N γm ≤ γ + 1と仮定してよい．

ψ−1
m (F )が閉集合であり Iが良いため，xm ∈ X で I(xm) = γmとなるものが存在する

ことを確認しよう．（この段落ではmは固定する．）γmの定め方により，任意の k ∈ Nに
対して，ψ−1

m (F ) ∩ I−1([0, γm + k−1])は空でないコンパクト集合で，さらにmに関して
広義単調減少である．よって，kに関する共通部分 ψ−1

m (F ) ∩ I−1([0, γm])も空でないの
で，その要素が求めるものである.

条件 (1.26)により I−1([0, γ + 1])上でψmはψに一様収束するため，与えられた δ > 0

に応じてmを十分大きく取ると ψ(xm) ∈ F δとなる．よって，

inf{I ′(y) | y ∈ F δ} ≤ I ′(ψ(xm)) ≤ I(xm) = γm

であり，m→∞として (1.28)が得られる．I ′が良いので，補題 1.15により

inf{I ′(y) | y ∈ F} = lim
δ↘0

inf{I ′(y) | y ∈ F δ} (1.29)

である．これと (1.28)から命題 1.36中の条件 (1.24)が I ′に対して成立することがわかる．
さらに y ∈ Yのとき次の不等式が成り立つ．

I ′(y) = sup
δ>0

inf{I ′(z) | z ∈ B(y, 2δ)}

≤ sup
δ>0

inf{I ′(z) | z ∈ [B(y, δ)]δ}

≤ sup
δ>0

lim
m→∞

inf{I ′m(z) | z ∈ B(y, δ)} = Ĩ(y).

最初の等号では (1.29)を１点集合に対して用いた．次の不等号ではB(y, 2δ) ⊃ [B(y, δ)]δ

を用いた．最後の不等号では (1.28)を F = B(y, δ)に対して用いた．
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次は逆向きの不等式 Ĩ(y) ≤ I ′(y)を各 yに対して示す．簡単のため α := I ′(y)とお
く．α < ∞と仮定してよい．(1.27)により，I(x) ≤ αかつ ψ(x) = yとなる x ∈ X が
存在する．定義の仕方から I ′m(ψm(x)) ≤ αである．再び (1.26)により，m→∞のとき
ψm(x)→ ψ(x) = yとなるため，Ĩの定義により Ĩ(y) ≤ limm→∞ I ′m(ψm(x)) ≤ α となる．
以上で Ĩ(y) = I ′(y)が示せた．特に条件 (1.24)は Ĩに対しても成立する．
以上の議論と指数的に良い近似であるという仮定により，{µ̃ε}と {µε ◦ψ−1

m }に対して
命題 1.36が使えて，{µ̃ε} は大偏差原理を Ĩに対して満たすことがわかる．

1.7 大偏差評価から大偏差原理へ
本節では縮小原理（命題 1.31）を写像が連続でない場合に一般化する結果をもう１つ
紹介する．この手法は大偏差評価と呼ばれる不等式を経由するもので，確率微分方程式
に対するFreidlin-Wentzellの大偏差原理を証明するためにAzencottにより開発された．23
（ここで言う大偏差評価とは下記の (1.30)のような不等式を意味する．）
以下では (X , dX )と (Y , dY)を距離空間とし，確率空間 (Ω,F ,P)上で定義された確率
変数の族 {Φε}ε∈(0,1]と {Λε}ε∈(0,1]はそれぞれX とYに値を取るとする．このような一般
的な設定の下で，大偏差評価から大偏差原理が従うことを証明する．

命題 1.38. 上記の設定の下で，以下の３条件を仮定する．
(1) ε↘ 0とするとき，{Φε}ε∈(0,1]は良い速度関数 I : X → [0,∞]に対して大偏差原理を
満たす．
(2) 写像ψ : I−1([0,∞))→ Yは次の性質を持つ．各 r ∈ (0,∞)に対して，ψの I−1([0, r])

への制限が連続である．
(3) 任意のR, δ, r ∈ (0,∞)に対して，ある ρ ∈ (0,∞)と ε0 ∈ (0, 1]が存在して

P (dY(Λε, ψ(h)) > δ, dX (Φε, h) ≤ ρ) ≤ e−R/ε, h ∈ I−1([0, r]), ε ∈ (0, ε0] (1.30)

を満たす．（ここで ρと ε0はR, δ, rには依存するが，h ∈ I−1([0, r])と ε ∈ (0, ε0]には依
存しない．）
このとき，{Λε}ε∈(0,1]は次で定まる良い速度関数 J : Y → [0,∞]に対して，ε↘ 0のと
きに大偏差原理を満たす．

J(g) := inf{I(h) | h ∈ X , ψ(h) = g}. (1.31)

なお通常どおり inf ∅ =∞とおく．

注意 1.39. 命題 1.38中の不等式 (1.30)にはパラメータが５つも現れるので，一見する
と非常に複雑に見える．この点に関していくつか簡単な注意をする．

23おそらく [48]が最初の論文である．
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1. 実際には Rと rは十分大きな場合のみ，δは十分小さな場合のみ考えても同値で
ある．

2. パラメータが５つもあり意味が取りづらい場合は，Rと ρにのみ着目するとよい．
任意の十分大きなR� 1に対して，(1.30)を成立させるような ρ > 0が存在するか
どうかを問題にしていると理解すべきである．（この項目の説明は厳密ではない．）

3. この命題は連続写像に対する縮小原理（命題 1.31）の一般化だと思えることを説明
する．ψがX 全体からYへの連続写像に拡張できて，Λε = ψ(Φε)となっている場
合を考えよう．（拡張した写像も再びψで表す．）この場合，縮小原理によれば {Λε}
は大偏差原理を満たし，速度関数は (1.31)で与えられるのであった．命題 1.38が
縮小原理を含んでいることを見るには (1.30)を確認すればよいが，そのためには
次に注意せよ．（ここで ρが hに依存しないことが重要である．）

任意の δ, r ∈ (0,∞)に対して，ある ρ ∈ (0,∞)が存在して
h̃ ∈ X , h ∈ I−1([0, r]), dX (h̃, h) ≤ ρ =⇒ dY(ψ(h̃), ψ(h)) ≤ δ.

この事実は明らかではないが，「コンパクト距離空間上の連続関数は一様連続であ
る」ことの証明と同様の論法で証明できるので，ここでは認めることにする．所
与の rと δに対してこの ρを選べば，(1.30)の左辺は 0になるため，任意のRに対
して (1.30)は成立する．

4. ψがX 全体からYへの可測写像に拡張できて，Λε = ψ(Φε)となっている場合を考
える．この場合は (1.30)の左辺は点 hにおける「不連続性の程度」を，ある確率
論的な意味で測定していると解釈できる．その程度が「指数的な尺度で計っても
任意に小さくあるべき」という要求が条件 (1.30)の直感的な内容である．

以上で注意 1.39を終える．

命題 1.38の証明. まず J(g) < ∞のとき，g = ψ(h)かつ J(g) = I(h)を満たす h ∈ X
が存在することを見る．（よって，この場合は (1.31)の右辺の infはminでおき換えられ
る．）Jの定義により，任意の n ∈ Nに対して，g = ψ(hn)かつ I(hn) ≤ J(g) + 1/nとな
る hn ∈ X が存在する．{hn}はコンパクト集合 {k ∈ X | I(k) ≤ J(g) + 1}の点列なの
で，収束部分列を持つ．その部分列を再び同じ記号で表し，収束先を hと表す．ψの連
続性と Iの下半連続性により，g = ψ(h)かつ I(h) ≤ J(g)である．定義から I(h) ≥ J(g)

は明らかなので，この hが求めるX の元である．
次は Jが良い速度関数であることを示す．そのためには，任意の r ∈ (0,∞)に対して

J−1([0, r]) = ψ(I−1([0, r]))を示せば十分である．ここで ψが I−1([0, r])上で連続である
ことと Iが良いことを使っている．J−1([0, r]) ⊃ ψ(I−1([0, r]))は J の定義から明らかで
あり，J−1([0, r]) ⊂ ψ(I−1([0, r]))は上の段落で示した事実から明らかである．
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下からの評価を示す．O ⊂ Yを開集合とする．infg′∈O J(g
′) <∞と仮定してよい（そ

うでない場合は自明である）．このとき任意のn ∈ Nに対して，J(g) < infg′∈O J(g
′)+1/n

となる g = gn ∈ Oを取り，さらに g = ψ(h)かつ J(g) = I(h)となる h = hn ∈ X を取
る．δ > 0をBY(g, δ) ⊂ Oとなるように１つ選ぶ．すると任意の ρ > 0に対して

P (Λε ∈ O) ≥ P
(
Λε ∈ BY(g, δ)

)
≥ P (dX (Φε, h) ≤ ρ)− P (dY(Λε, ψ(h)) > δ, dX (Φε, h) ≤ ρ)

となることが簡単に示せる．
第２項については条件 (1.30)が使えるため，任意のR > 0に対して，ρ > 0と ε0 ∈ (0, 1]

を十分小さく取ると

P (Λε ∈ O) ≥ P (dX (Φε, h) ≤ ρ)− e−R/ε, ε ∈ (0, ε0]

となる．第１項については {Φε}に対する大偏差原理により，任意の ρ > 0に対して

lim
ε↘0

ε logP (dX (Φε, h) ≤ ρ) ≥ lim
ε↘0

ε logP (dX (Φε, h) < ρ)

≥ − inf{I(k) | k ∈ X , dX (k, h) < ρ}
≥ −I(h)

≥ − inf
g′∈O

J(g′)− 1

n
(1.32)

と評価できる．右辺は ρに依存しない．
後はR > infg′∈O J(g

′) + 1/nのとき

lim
ε↘0

ε log(P (dX (Φε, h) ≤ ρ)− e−R/ε) ≥ − inf
g′∈O

J(g′)− 1

n
(1.33)

となることを確認すれば，nは任意なので大偏差原理の下からの評価が得られる．（以下，
記号を簡単にするため aε := P (dX (Φε, h) ≤ ρ)および c := infg′∈O J(g

′) + 1/nと書く．）
任意の κ ∈ (0, R − c)を取る．(1.32)により，ε0 > 0を小さく取り直せば，ε ∈ (0, ε0]の
ときに ε log aε ≥ −c− κとなり，特に

aε − e−R/ε ≥ e−(c+κ)/ε − e−R/ε = e−(c+κ)/ε(1− e−(R−c−κ)/ε)

となる．よって，limε↘0 ε log(aε−e−R/ε) ≥ −c−κがわかり，最後にκ↘ 0として (1.33)

を得る．
上からの評価を示す．F ⊂ Y を開集合とする．infg′∈F J(g

′) > 0と仮定してよい（そ
うでない場合は自明である）．0 < r < infg′∈F J(g

′)とする．J(g) ≤ rであれば g ∈ F cな
ので，J−1([0, r]) = ψ(I−1([0, r])) ⊂ F cである．F が閉集合なので，任意の g ∈ F cに対
して dY(g, F ) := inf l∈F dY(g, l) > 0であるが，dY(g, F )の gに関する連続性と J−1([0, r])
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のコンパクト性により inf{dY(g, F ) | g ∈ J−1([0, r])} > 0である．よって，ある δ > 0が
存在して，任意の h ∈ I−1([0, r])に対してBY(ψ(h), δ) ⊂ F cとなる（この δは hに依存
しない）．上記の r, δと任意のR > 0に対して，ある ρ > 0と ε0 ∈ (0, 1]が存在して不等
式 (1.30)が成立することを以下で用いる．
明らかに {BX (h, ρ) | h ∈ I−1([0, r])}はコンパクト集合 I−1([0, r])の開被覆なので，有
限個の h1, . . . , hm ∈ I−1([0, r])が存在して I−1([0, r]) ⊂ ∪mi=1BX (hi, ρ)となる．このとき，
ほぼ明らかに

P (Λε ∈ F ) ≤ P (Λε ∈ F, Φε ∈ ∪mi=1BX (hi, ρ)) + P (Φε ∈ [∪mi=1BX (hi, ρ)]
c)

=: Aε1 + Aε2

である．[∪mi=1BX (hi, ρ)]
cは閉集合であり，I−1((r,∞])に含まれるので，{Φε}に対する

大偏差原理により limε↘0 ε logA
ε
2 ≤ −rが成り立つ．一方で

Aε1 ≤
m∑
i=1

P (Λε ∈ F, Φε ∈ BX (hi, ρ)) ≤
m∑
i=1

P (dY(Λε, ψ(hi)) > δ, dX (Φε, hi) ≤ ρ)

であるので， (1.30)と補題 1.9を用いて

lim
ε↘0

ε logAε1 ≤ max
1≤i≤m

lim
ε↘0

ε logP (dY(Λε, ψ(hi)) > δ, dX (Φε, hi) ≤ ρ) ≤ −R

を得る．以上をまとめて，limε↘0 ε logP (Λε ∈ F ) ≤ max{−R, −r} を得る．R↗∞と
した後に r ↗ infg′∈F J(g

′)として，上からの評価を得る.

1.8 積測度の大偏差原理
確率論においては２つの確率測度からそれらの積測度を作ることは非常に自然であり，
実際に各分野において頻出する．これはもちろん２つの独立な確率変数を組にしたもの
を作ることと同値である．そこで自然な疑問が湧くが，２つの確率測度の族がそれぞれ
大偏差原理を満たしているとき，それらの積測度の族は大偏差原理を満たすだろうか．
この問題に関しては次の事実が知られている．

命題 1.40. (X , dX )と (Y , dY)を距離空間とし，{µε}ε∈(0,1]と {νε}ε∈(0,1]をそれぞれX 上
とY上のBorel確率測度の族とする．ε↘ 0とするとき，{µε}ε∈(0,1]と {νε}ε∈(0,1]はそれ
ぞれ X 上と Y 上で指数的に緊密で，測度関数 I : X → [0,∞]と J : Y → [0,∞]に対し
て大偏差原理を満たすとする．このとき積測度の族 {µε ⊗ νε}ε∈(0,1]は ε↘ 0とするとき
X ×Y上で指数的に緊密であり，さらに次で定まる良い速度関数K : X ×Y → [0,∞]に
対して大偏差原理を満たす．

K(x, y) = I(x) + J(y), (x, y) ∈ X × Y .
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証明. まずKが速度関数であることから確認する．X ×Y内の点列{(xn, yn)}n∈Nが (x, y)

に収束すると仮定する．このとき下極限の基本性質により，

lim
n→∞

K(xn, yn) = lim
n→∞

(I(xn)+J(yn)) ≥ lim
n→∞

I(xn)+ lim
n→∞

J(yn) ≥ I(x)+J(y) = K(x, y)

となり，Kの下半連続性がわかる．よってKは速度関数である．任意の r ∈ [0,∞)に対
して

{(x, y) | K(x, y) ≤ r} ⊂ {(x, y) | I(x) ≤ r, J(y) ≤ r} = I−1([0, r])× J−1([0, r])

である．命題 1.23により実は I と J は良いため，右辺はコンパクトである．このとき
左辺もコンパクト集合内の閉集合なのでコンパクトである．これでK が良いことが示
せた．
指数的緊密性により，各 r ∈ (0,∞)に対してコンパクト部分集合Ar ⊂ X とBr ⊂ Y
で

[lim
ε↘0

ε log µε(A
c
r)] ∨ [lim

ε↘0
ε log νε(B

c
r)] ≤ −r

を満たすものが存在する．このときAr ×Brはコンパクトで，(Ar ×Br)
c ⊂ (Acr ×Y) ∪

(X × Bc
r)となるので，

lim
ε↘0

ε log µε ⊗ νε((Ar × Br)
c) ≤ lim

ε↘0
ε log[µε(A

c
r) + νε(B

c
r)] ≤ −r

となる．ここで補題 1.9を用いた．これで {µε⊗ νε}も指数的に緊密であることがわかっ
た．命題 1.23により，後は {µε⊗ νε}が弱大偏差原理を満たすことを示せば十分である．
下からの評価を示す．O ⊂ X ×Yを開集合とする．そのためには，任意の (x, y) ∈ Oに
対して limε↘0 ε log µε ⊗ νε(O) ≥ −K(x, y)を示せばよい．K(x, y) =∞のときには示す
ことは何もないので，K(x, y) <∞の場合を示す．{BX (x, r)×BY(y, r)}r>0が (x, y)の積
位相に関する基本近傍系をなすので，十分小さな r > 0に対してBX (x, r)×BY(y, r) ⊂ O

となる．積測度と下極限の基本性質により，

lim
ε↘0

ε log µε ⊗ νε(O) ≥ lim
ε↘0

{ε log µε(BX (x, r)) + ε log νε(BY(y, r))}

≥ lim
ε↘0

ε log µε(BX (x, r)) + lim
ε↘0

ε log νε(BY(y, r))

≥ − inf
x′∈BX (x,r)

I(x′)− inf
y′∈BY (y,r)

J(y′)

となる．最後の不等式は {µε}と {νε}に対する大偏差原理の下からの評価による．ここ
で r ↘ 0とすると，(1.9)または補題 1.15により，右辺は−I(x)− J(y)に収束する．こ
れで下からの評価が得られた．
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最後に上からの評価を示す．L ⊂ X × Y を任意のコンパクト集合とし，この Lに対
して a := min(x,y)∈LK(x, y)とおく．δ ∈ (0, 1)を任意とする．再び (1.9)により，任意の
(x, y) ∈ Lに対して，ある r = r(x,y) > 0が存在して，

inf
x′∈BX (x,r)

I(x′) ≥ (I(x)− δ) ∧ δ−1, inf
y′∈BY (y,r)

J(y′) ≥ (J(y)− δ) ∧ δ−1,

を満たす．{BX (x, r(x,y)) × BY(y, r(x,y)) | (x, y) ∈ L} はコンパクト集合 Lの開被覆なの
で，有限個の (xi, yi) ∈ L (1 ≤ i ≤ m)が存在して，{BX (xi, ri)×BY(yi, ri) | 1 ≤ i ≤ m}
が Lを被覆する．ただし ri = r(xi,yi)とおいた．すると

lim
ε↘0

ε log µε ⊗ νε(L) ≤ lim
ε↘0

ε log
[ ∑
1≤i≤m

µε ⊗ νε
(
BX (xi, ri)× BY(yi, ri)

)]
≤ max

1≤i≤m
lim
ε↘0
{ε log µε

(
BX (xi, ri)

)
+ ε log νε

(
BY(yi, ri)

)
}

≤ max
1≤i≤m

{
lim
ε↘0

ε log µε
(
BX (xi, ri)

)
+ lim

ε↘0
ε log νε

(
BY(yi, ri)

)}
≤ − min

1≤i≤m

{
(I(xi)− δ) ∧ δ−1 + (J(yi)− δ) ∧ δ−1

}
≤ − inf

(x,y)∈L

{
(I(x)− δ) ∧ δ−1 + (J(y)− δ) ∧ δ−1

}
ここで積測度の基本性質，補題 1.9および {µε}と {νε}に対する大偏差原理の上からの
評価を用いた．
まず a =∞の場合を示す．このとき各 (x, y) ∈ Lに対して I(x) =∞または J(y) =∞
であるため，limε↘0 ε log µε⊗ νε(L) ≤ −(δ−1− δ)を得る．ここで δ ↘ 0として，求める
上からの評価 limε↘0 ε log µε ⊗ νε(L) = −∞を得る．
次に a < ∞の場合を示す．十分小さな δのみ考えれば十分なので，δ−1 > a + 1と仮
定する．すると明らかに

inf
(x,y)∈L

{
(I(x)− δ) ∧ δ−1 + (J(y)− δ) ∧ δ−1

}
≥ inf

(x,y)∈L

{
(I(x)− δ) ∧ (a+ 1) + (J(y)− δ) ∧ (a+ 1)

}
(1.34)

である．K(x̃, ỹ) = I(x̃)+J(ỹ) = aを満たす (x̃, ỹ) ∈ Lに対しては，明らかにI(x̃)∨J(ỹ) ≤
aなので (I(x̃)− δ)∧ (a+ 1) + (J(ỹ)− δ)∧ (a+ 1) = K(x̃, ỹ)− 2δ = a− 2δが成り立つ．
I(x)− δ ≥ a+1または J(y)− δ ≥ a+1のときは (I(x)− δ)∧ δ−1+(J(y)− δ)∧ δ−1 ≥ a

なので，(1.34)の右辺の下限に寄与しない．I(x)− δ < a+ 1かつ J(y)− δ < a+ 1のと
きは (I(x) − δ) ∧ δ−1 + (J(y) − δ) = K(x, y) − 2δ ≥ a − 2δである．以上により (1.34)

の右辺の下限は a− 2δである．よって limε↘0 ε log µε ⊗ νε(L) ≤ −(a− 2δ)となるので，
最後に δ ↘ 0として，この場合も求める上からの評価 limε↘0 ε log µε ⊗ νε(L) ≤ −aとな
る．これで上からの評価も完成した．
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1.9 射影極限法
本節では (Λ,≺)を有向集合とする．すなわち (Λ,≺)は順序集合であり，24 さらに任意
の i, j ∈ Λに対して i ≺ kかつ j ≺ kを満たす k ∈ Λが存在する（このような kは i, jの
上界と呼ばれる．）有向集合の具体例をいくつか与える．

• 全順序集合は明らかに有向集合である．特にNやRに通常の順序を与えたものは
有向集合である．

• 空でない集合 Zの部分集合の全体 2Z := {A | A ⊂ Z}は包含関係を順序とみなす
と有向集合である．Zの有限部分集合の全体 2Z<∞ := {A | A ⊂ Z, |A| < ∞}も同
様に有向集合である．ここで |A|は Aの濃度（Aの元の個数）を表す．当然なが
ら，2Z<∞ \ {∅} = {A | A ⊂ Z, 0 < |A| <∞}も有向集合である．

• xは位相空間Wの点だとする．xの開近傍全体Nx := {U ⊂ W | U は開かつ x ∈ U}
は通常の大小関係を逆にして「U ≺ V ⇐⇒ U ⊃ V」と定義すると有向集合にな
る．また xの基本近傍系も同様の考え方で有向集合になる．

Hausdorff空間の射影極限を思い出そう．25{Yj}j∈ΛをΛで添字付けされたHausdorff空
間の族とする．また {pij : Yj → Yi}i,j∈Λ,i≺j を連続写像の族とし，さらに以下の条件を
満たすとする．
(1) i ≺ j ≺ kのとき, pik = pij ◦ pjk.

(2) 任意の jに対して pjjは Yjの恒等写像．
このような ({Yj}j, {pij}i≺j)を射影系と呼ぶ．
上記の射影系に対して，位相空間としての直積空間を Y :=

∏
j∈Λ Yj と書き，その一

般的な元を y = (yj)j∈Λのように表す．26 この射影系の射影極限 lim←−Yjは以下で定義され
る Yの部分集合で，Yからの相対位相（つまり部分集合としての位相）を備えている．

lim←−Yj := {y = (yj)j∈Λ ∈ Y | i ≺ k =⇒ yi = pik(yk)}.

YはHausdorffなので，その部分空間である lim←−YjもHausdorffである．直積空間Yの i番
目の座標成分を与える標準的な射影を lim←−Yjに制限して得られる連続写像をpi : lim←−Yj →
Yiと書く．明らかに i ≺ j ならば pi = pij ◦ pj である．（各 Yj が空でなくても，lim←−Yj
が空であることがある．本書では lim←−Yj 6= ∅である場合のみを扱う．）i ≺ k のとき,

pik(Ak) ⊂ Ai を満たす部分集合の族 {Aj ⊂ Yj | j ∈ Λ}に対しては lim←−Yj の部分集合
lim←−Ajが自然に定まることを注意しておく．
例 1.41. 空でない集合Z上の実数値関数の全体RZを射影極限の形で表して見よう．27 以

24すなわち，≺は Λ上の２項関係で，反射律，対称律，推移律を満たすものである．ただし，全順序だ
とは仮定していないので，いかなる大小関係もつかない２つの元が存在しうる．

25逆極限とも呼ばれる．
26本書では通常通りに選択公理を仮定するので，各 j に対して Yj 6= ∅ならば Y 6= ∅である．
27この例では集合X から集合 Y への写像の全体を Y X と書くことにする．
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下ではZの部分集合は空でないとする．A ⊂ Zに対してYA := RAと定める．A ⊂ B ⊂ Z

のとき，関数の定義域をBからAに制限することにより自然な射影 pAB : RB → RAが
定まる．
有向集合として Λ := 2Z<∞ \ {∅} = {A | A ⊂ Z, 0 < |A| < ∞}を取る．A ∈ Λに対
して YAには |A|次元 Euclid空間としての位相を入れる．A,B ∈ ΛかつA ⊂ Bのとき
は，pABは結局「B \ Aに属する座標成分を捨てる」という連続射影のことである．こ
の ({YA}, {pAB}A⊂B)は明らかに上述した射影系の一例である．
このとき射影極限 lim←−YAがRZに各点収束の位相を入れたものと位相同型であること
を確認する．F : lim←−YA → RZ を F (y)s = y{s} (s ∈ Z)と定め，G : RZ → lim←−YA を
G(ψ)A = pAZψ (A ∈ Λ)と定めると，作り方により F とGは互いに逆写像になってい
る．また「各点収束の位相」と「各有限集合上での一様収束の位相」は同値なので，F
とGは同相写像である．これで射影極限がRZ であることがわかった．

次の補題で射影極限の基本性質をいくつか示すが，これらは本節の主目的であるDawson-

Gärtnerの定理（定理 1.43）の証明中で用いる．

補題 1.42. 射影極限 lim←−Yjを有向集合Λを添字に持つ射影系 ({Yj}j∈Λ, {pij}i,j∈Λ,i≺j)か
ら決まるものとする．

(1) Oを lim←−Yjにおける点 z = (zj)j∈Λ ∈ lim←−Yjの開近傍とする．このとき，ある k ∈ Λ

と Ykにおける zkの十分小さな開近傍 Ukが存在して z ∈ p−1
k (Uk) ⊂ Oとなる．

(2) F を lim←−Yjにおける閉集合とし，各 j ∈ Λに対してFj := pj(F )とおく．このとき
i ≺ kならば pik(Fk) ⊂ Fiが成り立ち，さらに F = lim←−Fjとなる．

(3) 各 j ∈ Λに対してYjは空でないコンパクト集合だとする．このとき lim←−Yjも空で
ないコンパクト集合である．

証明. (1) 直積位相の定義により，適当なm ∈ N, i1, . . . , im ∈ Λおよび各 s = 1, . . . ,m

に対して zisの十分小さな開近傍 Uis ⊂ Yisが存在して

{y = (yj)j∈Λ ∈ lim←−Yj | yis ∈ Uis (1 ≤ s ≤ m)} ⊂ O (1.35)

を満たす．kを i1, . . . , imの１つの上界とする．Uk := ∩ms=1p
−1
isk

(Uis)とおくとこれは Yk
において開であり，

p−1
k (Uk) = {y = (yj)j∈Λ ∈ lim←−Yj | yk ∈ Uk}

は明らかに zを含みかつ (1.35)の左辺の開集合に含まれる．
(2) i ≺ k のとき pik(Fk) = Fi となることに注意すると，pik の連続性と合わせて，

pik(Fk) ⊂ Fiが成り立つことがわかる．よって ({Fj}j, {pij}i≺j)は射影系であり，作り方に
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より lim←−Fj ⊃ F であるが，実は逆向きの包含も成立することを見よう．z = (zj)j∈Λ ∈ F c

を任意に取る．F c は開なので (1)により，ある k ∈ Λと Yk の開集合 Uk が存在して
z ∈ p−1

k (Uk) ⊂ F cとなる．仮にUk∩Fk 6= ∅だとすると，あるy ∈ Fとあるu ∈ Ukに対し
て u = pk(y)となるが，これはy ∈ p−1

k (u) ⊂ p−1
k (Uk)を意味するので，p−1

k (Uk)∩F c = ∅
に矛盾する．よって pk(z) ∈ Uk ⊂ (Fk)

c，特に pk(z) /∈ Fk が示された．したがって，
z ∈ (lim←−Fj)

cであり，これで lim←−Fj ⊂ F が示された．
(3) 直積空間 Y :=

∏
j∈Λ Yj 6= ∅は Tychonoffの定理によりコンパクトなので，lim←−Yj

がその閉部分集合であることを見れば十分である．i ≺ jとする．まず (pi, pij ◦pj)(y) :=
(pi(y), pij ◦ pj(y))とおくと (pi, pij ◦ pj) : Y → Yi × Yiは連続写像である．また Yiは
Hausdorff空間であるが，これは対角線集合Diag(Yi) := {(v, v) | v ∈ Yi}がYi×Yiにお
いて閉であることと同値である．したがって

Aij := {y = (yl)l∈Λ ∈ Y | yi = pij(yj)} = (pi, pij ◦ pj)−1(Diag(Yi))

は Yの閉部分集合である．定義により

lim←−Yj =
⋂
{Aij | i, j ∈ Λ, i ≺ j}

であるが右辺は閉である．これでYのコンパクト性が確認できた．
有限交叉性を用いて射影極限が空でないことを示そう．k ∈ Λを任意に取り，Λ≺k :=

{i ∈ Λ | i ≺ k}とおく．またY≺k :=
∏

j∈Λ≺k
Yjとおき，qk : Y → Y≺kを自然な連続射影

とし，

Bk :=
⋂
{Aij | i, j ∈ Λ≺k, i ≺ j} = {y = (yl)l∈Λ ∈ Y | i ≺ j ≺ k =⇒ yi = pij(yj)}

と定ると，上と同じ理由でBkは Yのコンパクト集合である．∩k∈ΛBk = lim←−Yjなので，
後は{Bk | k ∈ Λ}が有限交叉性を持つことを見れば十分である．N ∈ Nとk1, . . . , kN ∈ Λ

を任意とする．このとき，これらN 個の元の上界m ∈ Λが存在する．ξ ∈ Ym ( 6= ∅)を
１つ選び，i ≺ mのとき zi := pim(ξ)とおく．明らかに i ≺ j ≺ mであれば zi = pij(zj)

を満たす．Y≺mの１点集合の引き戻し q−1
m ({zi}i∈Λ≺m) ⊂ Y は空ではなく，作り方によ

り各Bkr (1 ≤ r ≤ N)に含まれている．これで ∩Nr=1Bkr 6= ∅が示せたので証明が終わっ
た．

Dawson-Gärtnerの定理と呼ばれる次の定理が本節の主目標である．射影系の「各成
分」上で大偏差原理が成立していれば，射影極限上に大偏差原理が遺伝することを主張
する．

定理 1.43. 有向集合Λで添字付けられた射影系 ({Yj}j∈Λ, {pij}i,j∈Λ,i≺j)から（空でない）
射影極限 lim←−Yj が定まっているとする．さらに各 j ∈ Λに対して Yj は正則空間であ
ることも仮定する．{µε}ε∈(0,1]は lim←−Yj 上の Borel確率測度の族で，各 j ∈ Λに対して
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{µε ◦ p−1
j }ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに Yj上で良い速度関数 Ijに対して大偏差原理を満たす

と仮定する．このとき，{µε}ε∈(0,1]は ε ↘ 0のときに lim←−Yj上で次で定義される良い速
度関数 Iに対して大偏差原理を満たす．

I(x) := sup
j∈Λ

Ij(pj(x)), x ∈ lim←−Yj.

証明. I ≥ 0は自明である．α ∈ [0,∞)のとき I−1([0, α])がコンパクトであることを証
明する．i ≺ j とする．µε ◦ p−1

i = (µε ◦ p−1
j ) ◦ p−1

ij かつ pij は連続なので，{µε ◦ p−1
i }

に対する大偏差原理は {µε ◦ p−1
j }に対する大偏差原理に縮小原理（命題 1.31）を適用し

て得られる．Yiの正則性により大偏差原理の速度関数は一意的に決まる（命題 1.18）．
よって Ii(yi) = inf{Ij(yj) | yj ∈ p−1

ij (yi)}を得る．また縮小原理の証明中で示したように
I−1
i ([0, α]) = pij(I

−1
j ([0, α]))も成り立つ．以上により

I−1([0, α]) = (lim←−Yj)
⋂∏

j∈Λ

I−1
j ([0, α]) = lim←− I

−1
j ([0, α]) (1.36)

を得るが，補題 1.42(3)により最右辺はコンパクト集合である．これで I が良い速度関
数であることがわかった．
次は大偏差原理の下からの評価を示す．O ⊂ lim←−Yj を開集合とする．補題 1.42(1)に
より，任意の z = (zj)j∈Λ ∈ O に対して，ある k ∈ Λと Ykにおける zkの十分小さな開
近傍Ukが存在して z ∈ p−1

k (Uk) ⊂ Oとなる．{µε ◦ p−1
k }に対する大偏差原理の下からの

評価を用いると

lim
ε↘0

ε log µε(O) ≥ lim
ε↘0

ε log µε ◦ p−1
k (Uk)

≥ − inf
ξ∈Uk

Ik(ξ) ≥ −Ik(pk(z)) ≥ − sup
j∈Λ

Ij(pj(z)) = −I(z)

となる．zに関する上限を取ると，求める評価を得る．
最後に大偏差原理の上からの評価を示す．F ⊂ lim←−Yj を閉集合とする．補題 1.42(2)

により F = lim←−Fjなので，(1.36)と合わると

F ∩ I−1([0, α]) = lim←−{Fj ∩ I
−1
j ([0, α])}, α ∈ [0,∞)

となることがわかる．以下では α < infx∈F I(x)とする．明らかにF ∩ I−1([0, α]) = ∅で
ある．このとき補題 1.42(3)により，ある k ∈ Λに対して Fk ∩ I−1

k ([0, α]) = ∅である．
F ⊂ p−1

k (Fk)に注意すると，{µε ◦ p−1
k }に対する大偏差原理の上からの評価により

lim
ε↘0

ε log µε(F ) ≤ lim
ε↘0

ε log µε ◦ p−1
k (Fk) ≤ − inf

ξ∈Fk

Ik(ξ) ≤ −α

を得る．α ↗ infx∈F I(x)として求める評価を得る．これで定理 1.43の証明が終わっ
た．
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Dawson-Gärtnerの定理の簡単な応用として，次の例 1.44において可算直積測度に対
する大偏差原理を紹介しよう．この例は以下の設定の下で議論する．
各 i ∈ Nに対してXiを可分距離空間とし，X :=

∏
i∈NXiをそれらの直積空間とする．

X も再び可分距離空間になる．X の一般的な元を x = (xi)i∈Nと書く．各 n ∈ Nに対し
Yn := X1 × · · · × Xnとおき，n ≤ mのとき pnm : Ym → Ynを最後のm − n個の成分を
捨てる射影とする．すると ({Yn}n, {pnm}n≤m)はNを添字集合とする射影系をなす．こ
れから決まる射影極限 lim←−Ynは X と同相であることが簡単にわかるので，これらを同
一視する．また j ∈ Nのとき，射影 pj∞ : X = lim←−Yn → Yj を pj∞(x) = (x1, . . . , xj)と
して定める．

例 1.44. 各 i ∈ Nに対して，{νi,ε}ε∈(0,1]は Xi上の Borel確率測度の族で，ε ↘ 0のと
きに指数的に緊密であり，さらに速度関数 Ji : Xi → [0,∞]に対して大偏差原理を満た
すと仮定する．可算直積測度 µε := ⊗i∈Nνi,εはX 上のBorel確率測度である．このとき，
{µε}ε∈(0,1]はX 上において次で定まる良い速度関数 Iに対して大偏差原理を満たす．

I(x) :=
∞∑
i=1

Ji(xi), x = (xi)i∈N ∈ X .

上で述べた事実を確認しよう．各n ∈ Nに対してµn,ε := ν1,ε⊗· · ·⊗ νn,ε とおくと，命
題 1.40により {µn,ε}ε∈(0,1]は次で定まる良い速度関数 In : Yn → [0,∞]に対して Yn上で
大偏差原理を満たす．

In(x1, . . . , xn) :=
n∑
i=1

Ji(xi), (x1, . . . , xn) ∈ Yn.

明らかに supn∈N In(pn∞(x)) = I(x)である．以上により，Dawson-Gärtnerの定理（定理
1.43）を用いて，可算直積測度に対する大偏差原理が確認できる．
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2 Cramérの大偏差原理
本章ではCramérの大偏差原理について論ずる．Cramérの大偏差原理は最も基本的な
大偏差原理であるが，その証明には大偏差原理を示すための基本的な手法を多く含んで
いる．
次元 d ∈ Nを任意とする．{Xi}i∈Nを独立同分布なRd値確率変数の列とし，X1は平
均m ∈ Rdを持つと仮定する．各 n ∈ Nに対して Sn = X1 + · · ·+Xn とおくと，大数の
弱法則により任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

P
(∣∣∣∣Snn −m

∣∣∣∣ ≥ ε

)
= 0

が成立する．この確率の指数減衰の速さを記述するのがCramérの大偏差原理である．
Cramérの大偏差原理を正確に述べるために必要な記法と仮定を用意する．積率母関
数M : Rd → (0,∞]と対数積率母関数Λ : Rd → (−∞,∞]をそれぞれ次で定義する．

M(θ) := E
[
e⟨θ,X1⟩

]
, Λ(θ) := logM(θ), θ ∈ Rd.

またΛの Fenchel-Legendre変換 I : Rd → [0,∞]を次で定義する．

I(x) := sup
θ∈Rd

{〈θ, x〉 − Λ(θ)}, x ∈ Rd. (2.1)

Iが非負であることはθ = 0を代入すればわかる．本章で重要な役割を果たす条件 (FEM)

を導入する．

(FEM) 任意の θ ∈ Rdに対してM(θ) <∞である．

これでCramérの大偏差原理を正確に述べる準備ができた．本章では大偏差原理の基
本事項に触れつつ次の定理を証明する．命題 2.8で示すように I は良い速度関数になっ
ている．
定理 2.1. 条件 (FEM)を仮定する．Rd値確率変数の列 {Sn/n}n∈Nは n→∞のときに
良い速度関数 Iに対して速度 nで大偏差原理を満たす．

本章では以下の条件 (SLG)も重要な役割を果たす．

(SLG) 対数積率母関数Λに対して次が成立する．

lim
θ→∞

Λ(θ)

|θ|
=∞.

定理 2.1の証明は第 2.5節で行うが，第 2.3節と第 2.4節ではひとまず条件 (SLG)も仮
定して大偏差原理を示す．
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2.1 Cramérの大偏差原理の速度関数の例
本節では速度関数 I の例をいくつかの分布の場合に見る．以下の例では Sn/nの分布
の具体的な形がある程度わかる例になっており，それにより直感的には大偏差原理が成
立することを確認できる．また以下の例は全て良い速度関数になっている．
次の例では Sn/nの分布が再生性により直ちにわかる．単純な例ではあるものの，第

9章で扱う Schilderの大偏差原理に関連していることを注意しておく．

例 2.2 (1次元正規分布). d = 1とする．X1を平均 0，分散 σ2 > 0の 1次元正規分布と
する，つまりX1の分布の密度関数は g(x) := (2πσ2)−1/2 exp

(
− x2

2σ2

)
, x ∈ Rであるとす

る．まずM は次で与えられる．

M(θ) =
1

(2πσ2)1/2

∫
R
exp

(
θx− x2

2σ2

)
dx

=
e(σ

2θ2)/2

(2πσ2)1/2

∫
R
exp

(
−(x− σ2θ)2

2σ2

)
dx = e(σ

2θ2)/2.

ただし最後の等式では変数変換 x− σ2θ =
√
2σyを行い，Gauss積分 ∫R e−x2dx =

√
πを

用いた．再び平方完成を行えば

I(x) =
x2

2σ2

となる．また正規分布の再生性によりSnの分布は平均 0，分散 nσ2の１次元正規分布に
なるので，Sn/nの分布は

P
(
Sn
n
∈ A

)
=
( n

2πσ2

)1/2 ∫
A

exp

(
−nx

2

2σ2

)
dx, A ∈ B(R)

となる．√nは対数を取ることにより大偏差原理の評価では消えてしまうので，速度関
数 Iが現れることが確認できる．

例 2.3 (多次元正規分布). X1を平均 0，共分散行列Σの d次元正規分布とし，Σは非退
化とする．つまりX1の分布の密度関数は

f(x) =
1

(2π)d/2 (detΣ)1/2
exp

(
−1

2
〈x,Σ−1x〉

)
, x ∈ Rd

で与えられる．〈θ,X1〉の分布は平均 0，分散 〈θ,Σθ〉の１次元正規分布なので，例 2.2に
より

M(θ) = e⟨θ,Σθ⟩/2
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となる．また

〈θ, x〉 − Λ(θ) = 〈Σ1/2θ,Σ−1/2x〉 − 1

2
〈Σ1/2θ,Σ1/2θ〉

= −1

2
〈Σ1/2θ − Σ−1/2x,Σ1/2θ − Σ−1/2x〉+ 1

2
〈Σ−1/2x,Σ−1/2x〉

であるから，

I(x) =
1

2
〈Σ−1/2x,Σ−1/2x〉

となる．

本節で現れる例ではΛの具体形がわかるので，例 2.2と例 2.3は (FEM)かつ (SLG)

を満たすことがわかる．しかしながら，次の例は (FEM)は満たすが (SLG)を満たさ
ないことがΛの具体形からわかる．

例 2.4 (Bernoulli分布). 0 < p < 1とし，X1は平均 pのBernoulli分布に従うとする，す
なわち

P (X1 = 1) = 1− P (X1 = 0) = p

である．このときM と Iは次で与えられる．

M(θ) = peθ + 1− p, I(x) =

x log
x

p
+ (1− x) log 1− x

1− p
, x ∈ [0, 1],

∞, x /∈ [0, 1].

x ∈ (0, 1)の場合に Iの表示式を確認する．x ∈ (0, 1)なので θ ∈ R 7→ θx− Λ(θ)はある
θx ∈ Rで最大になることがわかる．θxにおける微分は 0になるので，具体的に微分を実
行することにより

(θx− Λ(θ))′ |θ=θx = 0 ⇐⇒ θx = log
x

p
+ log

1− p
1− x

となる．この θxを I(x)の定義式に代入して，式を整理することにより所望の式を得る．
n → ∞のとき Stirlingの公式 n! ∼ (n/e)n, n → ∞を用いて，0 ≤ k ≤ nに対して確
率 P (Sn = k)を計算する．正確には「∼」は比の極限が 1に収束するという意味である．
２項定理により

P (Sn = k) =

(
n

k

)
pk(1− p)n−k

=
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k
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∼ nn

kk(n− k)n−k
pk(1− p)n−k

=
1(

(k/n)

p

)k (
1− (k/n)

1− p

)n−k
となる．よって k = bxnc, x ∈ (0, 1)とすれば，n→∞のとき

1

n
logP (Sn = k) ∼ −

{
k

n
log

(
(k/n)

p

)
+ (1− n

k
) log

(
1− (k/n)

1− p

)}
→ −

{
x log

x

p
+ (1− x) log 1− x

1− p

}
= −I(x)

となる．
例 2.5. Bernoulli分布は {−1,+1}上の分布として考えることも多い．実際，後に見る
Curie-Weiss模型では {−1,+1}上のパラメーター p = 1/2のBernoulli分布を考える．こ
の場合の速度関数は

I(z) :=
1

2
(1− z) log(1− z) + 1

2
(1 + z) log(1 + z), z ∈ [−1, 1]

となる．
注意 2.6. 例 2.4において，x ∈ (0, 1)のときは (2.1)における上限が達成されている．条
件 (SLG)は任意の x ∈ Rdに対して I(x)を定める上限が，ある θx ∈ Rdで達成されるた
めの十分条件である．またその点における微分は 0である．

次の例は条件 (FEM)を満たさない例である．しかしこの例では Sn/nの分布が計算
できるため，速度関数 Iも直接計算できる．
例 2.7 (指数分布). X1をパラメータ 1の指数分布とする，すなわちX1の分布の密度関
数は f(x) = 1{x≥0}e

−x, x ∈ Rを持つ．このときM と Iは次で与えられる．

M(θ) =


1

1− θ
, θ ∈ (−∞, 1),

∞, θ ∈ [1,∞),
I(x) =

{
x− 1− log x, x ∈ (0,∞)

∞, x /∈ (0,∞).

よって条件 (FEM)を満たさない．Sn/nの分布を計算すると

P
(
Sn
n
∈ A

)
=

nn

(n− 1)!

∫
A

e−nxxn−1dx, A ∈ B(R)

となる．（帰納法で確認できる．）再び Stirlingの公式により
nn

(n− 1)!
e−nxxn−1 ∼ en−nxxn−1
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であるから，

P
(
Sn
n
6= x

)
∼ −(x− 1− log x) = −I(x)

となり速度関数 Iが現れることが確認できた．

2.2 積率母関数と速度関数の初歩的な性質
本節では積率母関数Mと速度関数 Iの基本性質をいくつか見る．(FEM)を仮定せず
とも，一般的にM(0) = 1かつMは (0,∞]値である．よってΛ(0) = 0かつΛは (−∞,∞]

値である．さらにΛは下半連続かつ凸である．下半連続であることはFatouの補題によ
る．任意の θ1, θ2 ∈ Rd, t ∈ (0, 1)に対して，Hölderの不等式により

E
[
et⟨θ1+(1−t)θ2,X1⟩

]
≤
(
E
[
e⟨θ1,X1⟩

])t (E [e⟨θ2,X1⟩
])1−t

が成立する．この式で対数を取ることにより，Λが凸であることがわかる．またΛ(0) = 0

なので，Iは [0,∞]値である．次にM は 0 ∈ Rdの近傍上で有限であると仮定する．こ
れは (FEM)より弱い条件である．このとき，十分小さい s > 0に対してE

[
es|X1|

]
<∞

となる．このことから簡単にわかるが，任意の p ∈ [1,∞)に対して E [|X1|p] < ∞が成
立しており，さらにM は 0で連続である．（命題 2.8(1)の証明を参照せよ．）
条件 (FEM)の下ではさらにM や Iの性質がわかる．これを次の命題で述べる．

命題 2.8. 条件 (FEM)を仮定する．このとき次が成立する．

(1) M はRd上C1級であり，任意の θ ∈ Rdに対して∇M(θ) = E
[
X1e

⟨θ,X1⟩
]である．

(2) Iは下半連続かつ凸である．

(3) Iは良い速度関数である．

証明. まず (1)を示す．Mは θ ∈ Rdにおいて偏微分可能であることを示す．h ∈ R, h 6= 0

を任意に取る．Rdにおける標準基底を {e1, . . . , ed}と書くと，i = 1, . . . , dに対して

1

h

(
E
[
e⟨θ+hei,X1⟩

]
− E

[
e⟨θ,X1⟩

])
= E

[
ehX

(i)
1 − 1

h
e⟨θ,X1⟩

]

と書ける．ただしX
(i)
1 はX1の第 i成分である．不等式 |ea − 1| ≤ |a|e|a|により，|h| ≤ 1

のとき ∣∣∣∣∣ehX
(i)
1 − 1

h
e⟨θ,X1⟩

∣∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣X(i)
1

∣∣∣ e∣∣∣hX(i)
1

∣∣∣ ∣∣e⟨θ,X1⟩
∣∣ ≤ |X1|e(|θ|+1)|X1| ≤ e(|θ|+2)|X1|
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である．ただし最後の不等式では自明な不等式 |a| ≤ e|a|を用いた．条件 (FEM)により
最右辺の積分は期待値は有限なので，Lebesgueの優収束定理により

lim
h→0

1

h

(
E
[
e⟨θ+hei,X1⟩

]
− E

[
e⟨θ,X1⟩

])
= E

[
X

(i)
1 e⟨θ,X1⟩

]
となるので，M は θにおいて偏微分可能であり，∇M(θ) = E

[
X1e

⟨θ,X1⟩
]を得る．また

∇M の表示式と Lebesgueの収束定理により，M がC1級であることがわかる．
次に (2)を示す．この証明では f(θ, x) = 〈θ, x〉 − Λ(θ)と書く．各 θ ∈ Rd に対して

f(θ, ·)は連続（特に下半連続）なので，補題 1.12により，Iは下半連続である．Iが凸で
あることを示すために，x, y ∈ Rd, t ∈ [0, 1]とする．各 θ ∈ Rdに対して f(θ, ·)はアファ
インなので

f(θ, tx+ (1− t)y) = tf(θ, x) + (1− t)f(θ, y) ≤ tI(x) + (1− t)I(y)

である．よって θ ∈ Rdについての上限を取れば I(tx+ (1− t)y) ≤ tI(x) + (1− t)I(y)と
なり Iが凸であることが示された．
最後に (3)を示す．任意の a ∈ [0,∞)に対して {x ∈ Rd | I(x) ≤ a}がコンパクトで
あることを示す．I は下半連続なので，{x ∈ Rd | I(x) ≤ a}は閉集合である．なので
{x ∈ Rd | I(x) ≤ a}がコンパクトであることを示すためには

lim
|x|→∞

I(x) =∞ (2.2)

を示せば十分である．Iの定義 (2.1)において θ = x/|x|, x 6= 0とすれば

I(x) ≥ |x| − logM

(
x

|x|

)
≥ |x| − sup

e∈Rd:|e|=1

logM(e)

が得られる．(1)より特に (FEM)の下ではMは連続なので，最後の上限は有限である．
よって (2.2)が示されたので，Iは良い速度関数である．

次に条件 (SLG)について補足的な命題を述べる．X1 の法則 µが与えられたとき，
(SLG)が成立するかどうかは非自明である．そのため次の命題で (SLG)の成立・不成
立に関して，µの台に関する十分条件を与えておく．

命題 2.9. Rd値確率変数X1の法則を µとおく．このとき次が成立する．

(1) µの台がRdのとき，(SLG)が成立する．

(2) µの台がコンパクトのとき，(SLG)は成立しない．
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証明. まず µの台が Rdだと仮定する．Rdの単位球面を Sd−1 = {x ∈ Rd | |x| = 1}と
おくと，内積の連続性と Sd−1のコンパクト性により，Sd−1の有限個の空でない開集合
O1, . . . , ON が存在して，Sd−1 = ∪Ni=1Oiかつ

x, y ∈ Oi =⇒ 〈x, y〉 ≥
1

2

を満たす．r ≥ 1を任意に取り，各 i = 1, . . . , N に対して
Or
i := {ρx | x ∈ Oi, 2r < ρ < 2r + 1}

と定める．θ ∈ Rd \ {0}を任意に取ると，定義によりある iθ = 1, . . . , N が存在して
θ/|θ| ∈ Oiθ となる．よって任意の x ∈ Or

iθ
に対して x/|x| ∈ Oiθ となるので，

〈θ, x〉 = |θ||x|〈 θ
|θ|
,
x

|x|
〉 ≥ r|θ|

が成立する．これにより

M(θ) ≥
∫
Or

iθ

e⟨θ,x⟩µ(dx) = er|θ|µ(Or
iθ
) ≥ er|θ| min

i=1,...,N
µ(Or

i )

を得るので，
Λ(θ)

|θ|
≥ r +

1

|θ|
log min

i=1,...,N
µ(Or

i )

を得るが，右辺の最小値は θによらず，台についての仮定により正なので

lim
θ→∞

Λ(θ)

|θ|
≥ r

となる．r ≥ 1は任意なので (SLG)が成立する．
一方 µの台がコンパクトだと仮定する．このときある定数 C0 > 0が存在して，ほと
んど確実に |X1| ≤ C0である．よって |Λ(θ)| ≤ C0|θ|となるので，(SLG)は成立しな
い．
注意 2.10. 命題 2.9の証明から簡単にわかるように，d = 1のときは条件 (SLG)と µの
台が上からも下からも非有界であることは同値である．

2.3 1次元の場合
独立確率変数の列に対する大偏差事象の確率は歴史的には，X1の分布がBernoulli分
布の場合に 1929年にKhinchinにより調べられ，その後 1938年にCramérにより一般の
分布の場合に調べられた．本節では d = 1の場合を考え，定義 1.2の意味の大偏差原理
ではなく，まずKhinchinとCramérにならって次の定理を示す．28

28本節の記述は [10, 第 1.5節]と [42, 第 2.4節]を参考にした．
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定理 2.11. 条件 (FEM)と (SLG)を仮定する．任意の x > mに対して次が成立する．

lim
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n
≥ x

)
= −I(x). (2.3)

本節では x > mに対する末尾確率 P (Sn/n ≥ x)を扱うが，x < mに対する末尾確率
P (Sn/n ≤ x)についても同じ主張が成立する，すなわち，任意の x < mに対して次が成
立する．

lim
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n
≤ x

)
= −I(x).

証明は定理 2.11の証明と同じなので省略する．
定理 2.11を証明する前に，(2.3)の左辺の極限は常に存在することを見る．これを見
るために，優加法的な数列は収束するという事実を用いる．ここで，実数列 {an}n∈Nが
優加法的であるとは，任意のm,n ∈ Nに対して am+n ≥ am+ anが成立することである．
この事実は Feketeの補題として知られており，確率論において様々な場面で現れる．
補題 2.12 (Feketeの補題). 実数列 {an}n∈Nは優加法的であると仮定する．このとき数
列 {an/n}n∈Nは収束して，次が成立する．

lim
n→∞

an
n

= sup
m∈N

am
m
.

証明. 明らかに limn→∞(an/n) ≤ supm∈N(am/m)なので，逆向きの不等式 limn→∞(an/n) ≥
supm∈N(am/m)を示せばよい．そのためには，任意のm ∈ Nに対して limn→∞(an/n) ≥
(am/m)を示せばよい．以下m ∈ Nを固定する．
任意に n ≥ mを取り，n = km+ l (k, l ∈ N, 0 ≤ l < m)と書く．優加法性の性質を繰
り返し用いることにより，an ≥ kam + alを得る．よって n = km+ lで両辺を割ること
により

an
n
≥ km

km+ l
· am
m

+
al
n

を得る．mは固定されているので，n→∞のとき∣∣∣al
n

∣∣∣ ≤ max1≤i≤m |ai|
n

−→ 0

である．よって n→∞とすれば k →∞となるので，limn→∞(an/n) ≥ (am/m)が得ら
れ，補題を得る．

大偏差事象の確率に戻る．x ∈ Rを任意に取り，(2.3)の左辺の極限が存在することを
示す．各 n ∈ Nに対して an := log P (Sn ≥ nx) とおくと，数列 {an}n∈Nは優加法的であ
る．実際，任意のm,n ∈ Nに対して

am + an = log (P (Sm ≥ mx)P (Sn ≥ nx))
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= log (P (Sm ≥ mx)P (Sm+n − Sm ≥ nx))

= log (P (Sm ≥ mx, Sm+n − Sm ≥ nx))

≤ P (Sm+n ≥ (m+ n)x) = am+n

となる．ただし，２つ目の等号では Snと Sm+n − Smが同分布であることを，３つ目の
等号では Snと Sm+n− Smが独立であることをそれぞれ用いた．よってFeketeの補題に
より次の極限が存在する．

lim
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n
≥ x

)
.

Feketeの補題のみでは，この極限の具体形や性質などは分からない．定理 2.11はこの極
限が対数積率母関数の Fenchel-Legendre変換であることを特定する．
それでは定理 2.11を証明する．

定理 2.11の証明. x > mを固定する．仮定 (SLG)とM の連続性により，I の定義式
(2.1)の右辺はある θx ∈ Rにより達成されることがわかる，つまりある θx ∈ Rが存在
して

I(x) = θxx− Λ(θx) (2.4)

を満たす．また θ 7→ θx− Λ(θ)は θ = θxで極大値を達成するので

(θx− Λ(θ))′ |θ=θx = 0 ⇐⇒ x =
M ′(θx)

M(θx)
(2.5)

が成立する．
(Ω,F ,P)を確率変数 {Xi}∞i=1が定義されている確率空間とする．(Ω,F)上の確率測度

Px,nを，Pに絶対連続であってそのRadon-Nikodym微分が

dPx,n
dP

=
eθxSn

E [eθxSn ]
(2.6)

で与えられるものとする．確率測度 Px,nに関する期待値は Ex,n [·]と書く．このとき確
率変数の列 {Xi}ni=1は Px,nの下で独立同分布かつX1の平均は xになる．実際，任意の
Borel集合Ak ∈ B(R), k = 1, . . . , nに対して次が成立する．

Px,n

(
n⋂
k=1

{Xk ∈ Ak}

)
= E

[(
n∏
k=1

1{Xk∈Ak}

)
eθxSn

E [eθxSn ]

]

=
n∏
k=1

E
[
1{Xk∈Ak}

eθxSn

E [eθxSn ]

]
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=
n∏
k=1

E
[
1{Xk∈Ak}

eθxXk

E [eθxXk ]

]
=

n∏
k=1

Px,n ({Xk ∈ Ak}).

ただし１つ目と４つ目の等号は Px,nの定義から従い，２つ目と３つ目の等号は {Xi}ni=1

が Pの下で独立同分布であることから従う．これにより {Xi}ni=1は独立である．また３
つ目の等号で見たように

Px,n (Xk ∈ A) = E
[
1{Xk∈A}

eθxXk

E [eθxXk ]

]
= E

[
1{X1∈A}

eθxX1

E [eθxX1 ]

]
(2.7)

であるから，{Xi}ni=1は同分布である．また Px,nの下でのX1の平均は

Ex,n [X1] =
E
[
X1e

θxSn
]

E [eθxSn ]
=

E
[
X1e

θxX1
]

E [eθxX1 ]
=
M ′(θx)

M(θx)
= x

となる．ただし２つ目の等号は {Xi}ni=1が Pの下で独立同分布であることから従い，４
つ目の等号では (2.5)を用いた．
ここで Sn := Sn − nxとおき，再びRadon-Nikodym微分の定義を用いると，

P
(
Sn
n
≥ x

)
= Px,n

(
1{Sn≥nx}

E
[
eθxSn

]
eθxSn

)
= e−n{θxx−logM(θx)}Px,n

(
1{Sn≥0}e

−θxSn

)
= e−nI(x)Px,n

(
1{Sn≥0}e

−θxSn

)
を得る．ただし最後の等号では (2.4)を用いた．よって次を示せば定理 2.11の証明が完
了する．

lim
n→∞

1

n
logPx,n

(
1{Sn≥0}e

−θxSn

)
= 0. (2.8)

(2.8)を示す．Jensenの不等式により，任意の θ ∈ Rに対して eθm ≤M(θ)が成立する
ので，

θx− Λ(θ) ≤ θx− θm

である．I(x)は非負であり x > mなので θx > 0であることがわかる．またX1の Px,n
の下での分散を σ2と書く．(2.7)からわかるように σ2は nには依存せず，条件 (FEM)

により σ2 <∞である．σ = 0のときは (2.8)は明らかに成立するので，σ2 > 0のときに
(2.8)を示す．θx > 0なのでChebyshevの不等式により

e−θx
√
nPx,n

(
Sn√
n
∈ [0, 1]

)
≤ Px,n

(
1{Sn≥0}e

−θxSn

)
≤ 1
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を得る．中心極限定理により

lim
n→∞

Px,n
(
Sn√
n
∈ [0, 1]

)
=

∫ 1

0

1√
2π
e−x

2/2dx > 0

となる．(2.8)が示されたので，定理 2.11が示された．

定理 2.11の証明で重要な点は，新たな確率測度Px,nを導入したことである．大数の法
則により元の確率測度 Pの下では平均的にmが観測されるが，新たな確率測度 Px,nの
下では平均的に xが観測される．xは平均的には観測されにくい稀な値であるため，平
均をmから xに変更するには指数的に大きい代償がかかる．そのような変更の方法はい
くつもあるが，一番良い変更の方法が確率測度を Pから Px,nにすることであり，その際
かかる最良の代償が enI(x)となっており，その逆数が極限に現れる．大偏差事象の確率
を調べる際には多くの場合に，稀な値を達成させる状況を特定する必要がある．今回は
Px,nを導入することがそれに対応する．このような測度の変更はCramérの手法と呼ば
れており，大偏差原理を調べる際に典型的に行われる手法である．次の節で見るように，
Cramérの手法は大偏差原理の下からの評価で実行される．
本節の最後の内容として，定理 2.11の収束が大偏差原理を意味することを示す．

命題 2.13. d = 1かつ条件 (FEM)と条件 (SLG)を仮定する．このときRd値確率変数
の列 {Sn/n}n∈Nは n→∞のときに良い速度関数 Iに対して速度 nで大偏差原理を満た
す．すなわち任意の閉集合C ⊂ Rに対して

lim
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n
∈ C

)
≤ − inf

x∈C
I(x)

が成立し，任意の閉集合O ⊂ Rに対して

lim
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n
∈ O

)
≥ − inf

x∈O
I(x)

が成立する．

証明. 証明の本筋に入る前に，I の性質についていくつか述べる．m := E [X1]とおく．
条件 (SLG)により {x ∈ R | I(x) <∞} = Rであり，Iは凸なので命題A.3によりR上
連続である．またmは I の唯一の零点である．mが唯一の零点であることを示すため
に，x > mを任意に取る．ここで

lim
θ↘0

Λ(θ)

θ
= Λ′(0) = m < x

であるから，θ > 0が小さければ θx − Λ(θ) > 0となり，I(x) > 0がわかる．同様に
x < mのときも I(x) > 0となるので，mは唯一の零点である．mは I の唯一の零点で
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あるので，系A.4により Iは (−∞,m]上で狭義単調減少かつ [m,∞)上で狭義単調増加
である．
C ⊂ Rを閉集合とする．C = ∅またはm ∈ Cのときは，大偏差原理の上からの評価
は明らかなので，C 6= ∅かつm /∈ Cのときに示す．x−C と x+C をそれぞれ次で定義する．

x−C := sup{x ∈ C | x < m}, x+C := inf{x ∈ C | x > m}.

上限と下限に現れる集合のどちらか一方は空集合になり得るが，その場合は空でないも
ののみを考える．m /∈ Cかつ Cは閉集合であるので，x−C < m < x+C かつ x±C ∈ Cが成
立する．さらに，x±C の定義により{

Sn
n
∈ C

}
⊂
{
Sn
n
≤ x−C

}
∪
{
Sn
n
≥ x+C

}
が成立する．よって定理 2.11により

lim
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n
∈ C

)
≤ max

{
lim
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n
≤ x−C

)
, lim
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n
≥ x+C

)}
= max{−I(x−C),−I(x

+
C)}

= −min{I(x−C), I(x
+
C)}

が成立する．ただし最初の不等式では補題 1.9を用いた．一方 I の単調性と x±C ∈ C に
より

min{I(x−C), I(x
+
C)} = inf

x∈C
I(x)

が成立するので，大偏差原理の上からの評価を得る．
O ⊂ Rを開集合とし，x ∈ Oを任意に取る．大偏差原理の下からの評価を示すため
には，

lim
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n
∈ O

)
≥ −I(x) (2.9)

を示せば十分である．x > mのときに (2.9)を示す．x ≤ mのときは証明を少し修正す
ればよい．Oは開集合なので，ε > 0を小さく取るとm < x− εかつ [x− ε, x+ ε) ⊂ O

となる．よって

P
(
Sn
n
∈ O

)
≥ P

(
Sn
n
≥ x− ε

)
− P

(
Sn
n
≥ x+ ε

)
を得る．ここで δ0を

δ0 :=
1

2
(I(x+ ε)− I(x− ε))
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と定義すると，Iの狭義単調性により δ0 > 0である．ここで 0 < δ < δ0を任意に取ると，
定理 2.11により，十分大きい任意の n ∈ Nに対して

P
(
Sn
n
≥ x− ε

)
≥ exp {−n(I(x− ε) + δ)} ,

P
(
Sn
n
≥ x+ ε

)
≤ exp {−n(I(x+ ε)− δ)}

を得る．よって

P
(
Sn
n
∈ O

)
≥ exp {−n(I(x− ε) + δ)}

(
1− e−ncδ

)
である．ただし cδ > 0を

cδ := I(x+ ε)− I(x− ε)− 2δ

とおいた．簡単にわかるように

lim
n→∞

log (1− e−ncδ)
n

= 0

となるので，

lim
n→∞

P
(
Sn
n
∈ O

)
≥ −I(x− ε)− δ

を得る．よって δ ↘ 0とした後に ε ↘ 0とすれば，(2.9)を得るので本命題の証明が終
わる．

2.4 多次元の場合
本節では次元 d ∈ Nが一般のとき，条件 (SLG)も仮定に追加して定理 2.1を証明す
る．大偏差原理の定義に基づき上からの評価と下からの評価をそれぞれを示すわけだが，
証明に進む前に概略を述べておく．上からの評価ではまずコンパクト凸集合に対して評
価を示す．指数型の Jensenの不等式を用いた後にminimax定理を用いる．コンパクト
凸を仮定する理由は，この定理を用いるためである．その後，指数的緊密性を示すこと
で上からの評価は一般の閉集合へと拡張される．下からの評価は本質的に定理 2.11の証
明と同じである．平均値から離れた稀な値に対して，その値の小さい近傍の確率を評価
する．定理 2.11の証明と同様に，その稀な値が平均値として現れるように確率測度の変
更を行うが，その際に支払う代償として速度関数が現れる．新たな測度の下でのその近
傍の確率も評価する必要があるが，それは導入した確率測度の下での大数の法則により
極限がわかる．29

29本節の記述は [42, 第 2.4節]を参考にした．
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上からの評価に進む前に，次の von Neumannのminimax 定理を紹介する．Rd内の
コンパクト凸集合という設定で述べているが，より一般の場合にも拡張されることが知
られている．30

定理 2.14. C,Θ ⊂ Rdをコンパクト凸集合とし，関数 f : C ×Θ→ Rは次の４条件を満
たすとする．

(i) 任意の θ ∈ Θに対して f(·, θ)は凸である．

(ii) 任意の θ ∈ Θに対して f(·, θ)は下半連続である．

(iii) 任意の x ∈ Cに対して f(x, ·)は凹である．

(iv) 任意の x ∈ Cに対して f(x, ·)は上半連続である．

このとき

sup
θ∈Θ

inf
x∈C

f(x, θ) = inf
x∈C

sup
θ∈Θ

f(x, θ)

が成立する．

証明. まず左辺より右辺の方が大きいことは，f, C,Θに関する条件無しに成立すること
に注意する．実際，任意の y ∈ Cと θ ∈ Θに対して

inf
x∈C

f(x, θ) ≤ f(y, θ) ≤ sup
ψ∈Θ

f(y, ψ)

が成立するので，θ ∈ Θについての上限と y ∈ Cについての下限を取り，yと ψをそれ
ぞれ xと θに書き直すことにより

sup
θ∈Θ

inf
x∈C

f(x, θ) ≤ inf
x∈C

sup
θ∈Θ

f(x, θ)

が得られる．
f に対する次の条件 (i)’を導入する．

(i)’ 任意の θ ∈ Θに対して f(·, θ)は真に凸である．31

30詳細については例えば [42, Appendix A.5]を参照せよ．
31任意の x1, x2 ∈ C, x1 6= x2, t ∈ (0, 1)に対して

tf(x1, θ) + (1− t)f(x2, θ) > f(tx1 + (1− t)x2, θ)

が成立することをいう．
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定理を示す前段として，条件 (i)’と (ii)–(iv)の下ではある (x∗, θ∗) ∈ C ×Θが存在して

f(x∗, θ) ≤ f(x∗, θ∗) ≤ f(x, θ∗), (x, θ) ∈ C ×Θ (2.10)

が成立することを示す．このような (x∗, θ∗)が存在すれば，(2.10)の左側の不等式におい
て θ ∈ Θについての上限を取れば

f(x∗, θ∗) ≥ sup
θ∈Θ

f(x∗, θ) ≥ inf
x∈C

sup
θ∈Θ

f(x, θ)

を得る．一方，(2.10)の右側の不等式において x ∈ Cについて下限を取れば

f(x∗, θ∗) ≤ inf
x∈C

f(x, θ∗) ≤ sup
θ∈Θ

inf
x∈C

f(x, θ)

を得る．よって逆向きの不等式

sup
θ∈Θ

inf
x∈C

f(x, θ) ≥ inf
x∈C

sup
θ∈Θ

f(x, θ) (2.11)

が得られる．
ある (x∗, θ∗) ∈ C × Θが存在して (2.10)が成立することを示す．Cはコンパクトなの
で，(ii)により各 θ ∈ Θに対してある x(θ) ∈ Cが一意的に存在して

m(θ) := min
x∈C

f(x, θ) = f(x(θ), θ)

となることがわかる．存在性は補題 1.13により，一意性は (i)’による．32また各 x ∈ Cに
対して，(iv)により f(x, ·)はΘ上で上半連続なので，mは上半連続である．よってΘは
コンパクトなのでmはある θ∗ ∈ Θで最大値

m(θ∗) = max
θ∈Θ

m(θ)

を取る．
ここで (2.10)の右側の不等式を示す．θ ∈ Θに対して，x(t, θ) := x((1− t)θ∗+ tθ)とお
く．{x(t, θ)}t>0はコンパクト集合Cに含まれるので，0に収束する単調減少列 {tn}n∈N
を適当に取れば {x(tn, θ)}n∈Nはある y(θ) ∈ Cに収束する．（{tn}n∈Nも θの取り方に依存
する．）実は y(θ)は θに依らず，y(θ) = x(θ∗)であることを次に見る．x(tn, θ)の定義に
より任意の x ∈ Cと n ∈ Nに対して

f(x(tn, θ), (1− tn)θ∗ + tnθ) ≤ f(x, (1− tn)θ∗ + tnθ)

32補題 1.13では閉集合上で下から有界と仮定しているが，コンパクトであれば同じ結論を得られるの
で，ここではこの事実を用いている．
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である．一方 (iii)により

f(x(tn, θ), (1− tn)θ∗ + tnθ) ≥ (1− tn)f(x(tn, θ), θ∗) + tnf(x(tn, θ), θ)

である．また f(x(tn, θ), θ) ≥ m(θ)と (ii)および (iv)により，n → ∞とすれば任意の
x ∈ Cに対してf(y(θ), θ∗) ≤ f(x, θ∗)が成立する．よってx(θ∗)の一意性からy(θ) = x(θ∗)

がわかり，x∗を x(θ∗)とおけば (2.10)の右側の不等式が得られる．
次に (2.10)の左側の不等式を示すために，任意の θ ∈ Θ, t ∈ (0, 1)に対して

f(x(t, θ), θ) ≤ m(θ∗) (2.12)

を示す．再び (iii)により

(1− t)f(x(t, θ), θ∗) + tf(x(t, θ), θ) ≤ f(x(t, θ), (1− t)θ∗ + tθ) (2.13)

を得る．ここで右辺はm((1− t)θ∗ + tθ)と書けるので，θ∗の定義から

f(x(t, θ), (1− t)θ∗ + tθ) ≤ m(θ∗)

である．一方 x(θ∗)とm(θ∗)の定義から

f(x(t, θ), θ∗) ≥ f(x(θ∗), θ∗) = m(θ∗)

である．これらの式を (2.13)に代入して整理すれば (2.12)を得る．最後に (2.12)におい
て t = tnとおき→∞とすれば，(2.10)の左側の不等式が得られる．これで (i)を (i)’で
におき替えた場合に定理が示された．
最後に (i)–(iv)を満たす f に対して (2.11)を示す．ε > 0に対して

fε(x, θ) := f(x, θ) + ε|x|2

とおく．fεは (i)’及び (ii)–(iv)を満たすので，

sup
θ∈Θ

inf
x∈C

fε(x, θ) ≥ inf
x∈C

sup
θ∈Θ

fε(x, θ)

が成立する．明らかに

inf
x∈C

sup
θ∈Θ

fε(x, θ) ≥ inf
x∈C

sup
θ∈Θ

f(x, θ)

である．一方C0 := supx∈C |x|2 <∞とおくと，

sup
θ∈Θ

inf
x∈C

fε(x, θ) ≤ sup
θ∈Θ

inf
x∈C

f(x, θ) + εC0

となっているので，ε→ 0とすれば (2.11)を得る．以上により定理 2.14の証明が完結し
た．
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それでは一般の次元 d ∈ Nに対して，条件 (FEM)と (SLG)の下で定理 2.1を証明
する．

条件 (FEM)と (SLG)の下での定理 2.1の証明.

条件 (FEM)と (SLG)を仮定する．まず大偏差原理の上からの評価を示す．C ⊂ Rdを
コンパクト凸集合とし，θ ∈ Rdとする．Chebyshevの不等式から

P
(
Sn
n
∈ C

)
≤ P

(
〈θ, Sn〉 ≥ inf

x∈C
n〈θ, x〉

)
≤ exp

(
− inf

x∈C
n〈θ, x〉

)
E
[
e⟨θ,Sn⟩

]
= exp

(
− inf

x∈C
n〈θ, x〉

)
M(θ)n

を得る．よって θ ∈ Rdについて下限を取れば
1

n
logP

(
Sn
n
∈ C

)
≤ − sup

θ∈Rd

inf
x∈C
{〈θ, x〉 − Λ(θ)} (2.14)

がわかる．Cは有界なので仮定 (SLG)により，あるR > 0が存在して任意の x ∈ Cと
θ /∈ B(0, R)に対して

〈θ, x〉 − Λ(θ) ≤ −1

が成立する．また任意の x ∈ Cに対して

sup
θ∈Rd

{〈θ, x〉 − Λ(θ)} ≥ 0

となるので，(2.14)の θについての上限を取る範囲はB(0, R)に制限してよい．また θと
xについての関数 〈θ, x〉 −Λ(θ)は定理 2.14の仮定を満たすので，θ ∈ Rdについての上限
と x ∈ Cについての下限の順番を入れ替えられる．よって速度関数 I の定義 (2.1)によ
り，コンパクト凸集合C ⊂ Rdに対して上からの評価

1

n
logP

(
Sn
n
∈ C

)
≤ − inf

x∈C
I(x)

が得られる．33
次にこの評価をC ⊂ Rdがコンパクトである場合に拡張する．α < infx∈C I(x)を任意
に取る．Iは下半連続なので I−1((α,∞])は開集合である．よって各 x ∈ Cに対して xを
中心とする閉球 B(x, δx)であって，B(x, δx) ⊂ I−1((α,∞])となるものが取れる．C が

33この場合には任意の n ∈ Nに対して，大偏差原理の上からの評価が成立することに注意する．
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コンパクト集合なので開被覆 {B(x, δx)}x∈Cから有限開被覆 {B(x1, δx1), . . . , B(xN , δxN )}
が取れる．閉球はコンパクト凸であるから，Pの劣加法性とコンパクト凸集合に対する
上からの評価により

P
(
Sn
n
∈ C

)
≤

N∑
i=1

P
(
Sn
n
∈ B(xi, δxi)

)

≤
N∑
i=1

exp{−n inf
x∈B(xi,δxi )

I(x)} ≤ Ne−nα

を得る．よって n→∞とした後にα↗ infx∈C I(x)とすれば，Cがコンパクト集合の場
合に上からの評価が得られる．
最後に一般の閉集合C ⊂ Rdの場合に上からの評価を示す．仮定 (FEM)により確率
変数の列 {Sn/n}n∈Nは指数的に緊密である．実際，x ∈ Rdの第 i成分を x(i)で書くと，
α > 0に対して

P
(
|Sn|
n
≥ α

)
≤ P

(
d∑
i=1

|S(i)
n | ≥ nα

)
≤

d∑
i=1

P
(
|S(i)
n | ≥

nα

d

)
となる．各 iに対してChebyshevの不等式から

P
(
|S(i)
n | ≥

nα

d

)
≤ e−(nα/d)E

[
eS

(i)
n + e−S

(i)
n

]
= e−(nα/d) (M(ei)

n +M(−ei)n)

がわかる．よって任意にβ > 0が与えられたとき，α = dβ+maxi=1,...,d(M(ei)∨M(−ei))
と取れば

lim
n→∞

1

n
logP

(
|Sn|
n
≥ α

)
≤ −β

が得られるので，{Sn/n}n∈Nは指数的に緊密である．コンパクト集合に対する上からの
評価と指数的緊密性を示したので，命題 1.23により一般の閉集合に対する上からの評価
が得られる．指数的緊密性の証明では仮定 (SLG)を用いていないことに注意する．
次に大偏差原理の下からの評価を示す．下からの評価は定理 2.11の証明と基本的に同
様である．条件 (SLG)を仮定しているので I(x)を達成する θx ∈ Rdを考えることや確
率測度 Px,nの導入は同様である．ただし今は多次元の設定なので (2.5)と (2.6)がそれ
ぞれ

∇(〈θ, x〉 − Λ(θ))|θ=θx = 0 ⇐⇒ x =
∇M(θx)

M(θx)

dPx,n
dP

=
e⟨θx,Sn⟩

E [e⟨θx,Sn⟩]
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になる．34確率測度 Px,nの下で {Xi}ni=1が独立同分布かつ平均が xになることも同様に成
立する．上記の事実の証明は省略して，これらを用いて下からの評価を示す．
O ⊂ Rdを開集合とする．下からの評価を示すためには，任意の x ∈ Oに対して

lim
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n
∈ O

)
≥ −I(x) (2.15)

を示せば十分である．実際，(2.15)で x ∈ Oについての上限を取れば下からの評価が得
られる．
(2.15)を示すために，x ∈ OとB(x, ε) ⊂ Oとなる ε > 0を任意に取る．このとき

P
(
Sn
n
∈ O

)
≥ P

(
Sn
n
∈ B(x, ε)

)
= Px,n

(
1{|Sn−nx|≤nε}

E
[
e⟨θx,Sn⟩

]
e⟨θx,Sn⟩

)
= en logM(θx)Ex,n

[
1{|Sn−nx|≤nε}e

−⟨θx,Sn⟩
]

となる．また {|Sn − nx| ≤ nε}上では

〈θx, Sn〉 = 〈θx, Sn − nx〉+ n〈θx, x〉 ≤ n(〈θx, x〉+ |θx|ε)

となっているので，

P
(
Sn
n
∈ O

)
≥ exp {−n(〈θx, x〉 − logM(θx) + |θx|ε)}Px,n

(∣∣∣∣Snn − x
∣∣∣∣ ≤ ε

)
を得る．大数の法則により

lim
n→∞

1

n
logPx,n

(∣∣∣∣Snn − x
∣∣∣∣ ≤ ε

)
= 0

であるから，〈θx, x〉 − logM(θx) = I(x)により

lim
n→∞

1

n
logP

(
Sn
n
∈ O

)
≥ −I(x)− ε|θx|

を得る．最後に ε ↘ 0とすれば (2.15)が得られるので，下からの評価の証明が終了す
る．

上記の証明に関していくつか注意を述べる．指数型のChebyshevの不等式は大偏差原
理の研究で最も基本的な不等式の一つである．本証明ではminimax定理を用いたが，１

34∇は Rd 上の勾配作用素である．
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次元の場合には速度関数 I の単調性を用いればminimax定理に相当する内容を示すこ
とが可能であり，さらにこの議論を多次元の場合にも一般化することができる．本章で
minimax定理をあえて用いたのは，一般的な手法を紹介するためである．コンパクト集
合についての上からの評価と指数的緊密性を示す議論は，大偏差原理の証明では常套手
段である．下からの評価で重要なのは，証明で行ったCramérの手法と呼ばれる確率測
度の変更であり，これも大偏差原理の証明では常套手段である．その際，新たな測度の
下での大数の法則が必要になる．各種の大偏差原理を示すときに，これらの議論は詳細
は違うものの多くの確率模型において行われる．

2.5 定理2.1の証明
本節では条件 (SLG)を仮定せずにCramérの定理を示す．証明の鍵は指数的に良い近
似（命題 1.36）である．35

定理 2.1の証明. {Vi}i∈Nを独立同分布なRd値確率変数の列であって，V1は d次元標準
正規分布に従うとする．さらに {Vi}i∈Nと {Xi}i∈Nは独立とする．m ∈ Nを任意に取る．
各 i ∈ Nに対してX

(m)
i := Xi + Vi/mとおくと，X(m)

1 に対する対数積率母関数Λmとそ
の Fenchel-Legendre変換Λ∗

mは

Λm(θ) := logE
[
e⟨θ,X

(m)
1 ⟩
]
= Λ(θ) +

|θ|2

2m
, θ ∈ Rd,

Λ∗
m(x) := sup

θ∈Rd

{〈θ, x〉 − Λm(θ)}, x ∈ Rd,

で与えられる．X1に対する条件 (FEM)により，X(m)
1 に対して条件 (FEM)が成立す

る．また Jensenの不等式により任意の θ ∈ Rdに対してΛ(θ) ≥ 〈θ,E [X1]〉が成立するの
で，X(m)

1 に対して条件 (SLG)が成立する．よって各 n ∈ Nに対して

S(m)
n :=

n∑
i=1

(
Xi +

Vi
m

)

とおくと，Rd値確率変数の列 {S(m)
n /n}n∈Nは速度を n，速度関数をΛ∗

mとして大偏差原
理が成立する．
次に{S(m)

n /n}n∈N,m∈Nは{Sn/n}n∈Nの指数的に良い近似であることを示す．定義により

Sn
n
− S

(m)
n

n
=

1

mn

n∑
i=1

Vi

35本節の記述は [33, 第 2.2節]を参考にした．
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である．{Vi}i∈Nは独立同分布な確率変数の列であって，その積率母関数は (FEM)と
(SLG)を満たす．また対応する速度関数は IV (x) := |x|2/2 (x ∈ Rd)である（例 2.3を
参照）．よって条件 (SLG)の下での大偏差原理が適用できて，任意の δ > 0に対して

lim
n→∞

1

n
logP

(∣∣∣∣∣Snn − S
(m)
n

n

∣∣∣∣∣ ≥ δ

)
≤ −m

2δ2

2

が成立するので，{S(m)
n /n}n∈N,m∈Nは {Sn/n}n∈Nの指数的に良い近似である．よって命

題 1.36(1)により，{Sn/n}n∈Nは次で定義される速度関数 J : Rd → [0,∞]に対して弱大
偏差原理を満たす．

J(x) := sup
δ>0

lim
m→∞

inf{Λ∗
m(z) | z ∈ B(x, δ)}.

また多次元の場合の定理 2.1の証明中で示したように，条件 (FEM)により {Sn/n}n∈N
は指数的に緊密なので，I = J を示せば命題 1.23により証明が終わる．
最後に I = Jを示す．任意のm ∈ Nに対して明らかにΛm ≥ Λなので，Λ∗

m ≤ Iとなり
J ≤ Iが成立する．各x ∈ Rdに対して逆向きの不等式 J(x) ≥ I(x)を示す．J(x) =∞の
ときは明らかに成立するので，J(x) <∞のときに示す．J(x)の定義により任意の δ > 0

に対して

J(x) ≥ lim
m→∞

inf{Λ∗
m(z) | z ∈ B(x, δ)}

≥ lim
m→∞

inf{Λ∗
m(z) | z ∈ B(x, δ),Λ∗

m(z) ≤ J(x) + 1} (2.16)

が成立する．Λ∗
mは良い速度関数なので，ある x

(δ)
m ∈ B(x, δ)が存在して

inf{Λ∗
m(z) | z ∈ B(x, δ),Λ∗

m(z) ≤ J(x) + 1} = Λ∗
m(x

(δ)
m )

が成立する．(2.16)の右辺の下極限を実現する部分列を取り，さらに部分列に沿って
x
(δ)
m → x(δ) ∈ B(x, δ)と収束したとする．（記号の簡単化のために部分列を同じ記号で表
す．）このとき任意の θ ∈ Rdに対して

Λ∗
m(x

(δ)
m ) ≥ 〈θ, x(δ)m 〉 − Λm(θ)

= 〈θ, x(δ)m 〉 − Λ(θ)− |θ|
2

2m

→ 〈θ, x(δ)〉 − Λ(θ)

が成立する．よって J(x) ≥ 〈θ, x(δ)〉 − Λ(θ)が得られる．θ ∈ Rdについての上限を取れ
ば J(x) ≥ I(x(δ))が得られる．δ ↘ 0とすると x(δ) → xなので，I の下半連続性により
J(x) ≥ I(x)が得られるので，定理 2.1の証明が終わる．
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2.6 Curie-Weiss模型への応用
本節ではCramérの大偏差原理を，Curie-Weiss模型と呼ばれる磁石の確率模型に応用
する．36
Curie-Weiss模型を導入する．n ∈ Nに対し，以下で記述される n個の原子からなる確
率模型を考える．各原子は上向きスピン+1か下向きスピン−1を持つ．つまり原子の
スピン配置はΩn = {−1,+1}nの元として表現される．Ωnは配置空間と呼ばれる．その
元は ω = (ωi)

n
i=1 と書くことにする．見本 ωの意味として，ωi = +1のとき i番目の原子

は上向きスピンを持ち，ωi = −1のとき下向きスピンを持つと解釈する．またスピン配
置 ω ∈ Ωnのエネルギーは次で与えられる．

Hn(ω) := −
1

2n

∑
1≤i,j≤n

ωiωj.

Hn(ω)は統計物理学においてハミルトニアンと呼ばれる．また PnをΩn上の一様分布，
すなわち Pn(ω) = 2−n (ω ∈ Ωn)とし，Ωn上のGibbs測度と呼ばれる確率測度を次で定
義する．

γβn(ω) :=
1

Zβ
n

e−βHn(ω)Pn(ω).

ただし β ≥ 0は与えられたパラメーターであり，逆温度と呼ばれる．Zβ
n は γβn を確率測

度にするための正規化定数であり，分配関数と呼ばれる．
Zβ
n :=

∑
ω∈Ωn

e−βHn(ω)Pn(ω).

Curie-Weiss模型の意味ついて簡単にする．Pnは Ωn上の一様分布であるが，言い換
えるとパラメータ 1/2の直積Bernoulli分布である．そのため温度が無限大（β = 0）の
場合には原子間に相互作用はなく，各原子は独立に上向きスピンか下向きスピンを取る．
一方温度が有限（β > 0）のときには，各原子間に相互作用が働きハミルトニアンの値
に応じたスピン配置を確率的に取る．ハミルトニアンの定義に負の符号が含まれている
ことに注意すると，ハミルトニアンが小さくなるような配置が確率的に現れやすい．こ
こでハミルトニアンの定義から，スピンの値が揃っているほどハミルトニアンは小さく
なる．しかしながら Pnの影響により各原子は独立にスピンの値を取るので，「スピンの
値を揃える効果」と「独立にスピンを取る効果」の２つの効果の競合が生まれる．これ
ら２つの競合効果により，以下で見るようにCurie-Weiss模型では相転移現象が観測さ
れる．
スピン配置ω ∈ Ωnに対してスピンの総和をSnと書くことにする，つまりSn =

∑n
i=1 ωi

である．このとき「スピン平均 Sn/nは γβnの下でどのように振る舞うか」という問題を
考える．Cramérの大偏差原理の応用として次の定理を得ることができる．

36本節の記述は [42, 第 3.4節]を参考にした．
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定理 2.15. (1) β ≤ 1とする．このとき γβn の下で Sn/nは 0に確率収束する．すなわち，
任意の ε > 0に対して次が成立する．

lim
n→∞

γβn

(∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣ ≤ ε

)
= 1.

(2) β > 1とする．このときある定数 m(β) ∈ (0, 1)が存在して，γβn の下で Sn/nは
(δm(β) + δ−m(β))/2に法則収束する．すなわち，0 < ε < m(β)となる任意の ε > 0に対し
て次が成立する．

lim
n→∞

γβn

(∣∣∣∣Snn −m(β)

∣∣∣∣ ≤ ε

)
= lim

n→∞
γβn

(∣∣∣∣Snn +m(β)

∣∣∣∣ ≤ ε

)
=

1

2
.

証明. まずハミルトニアンHn(ω)は Sn/nの関数であることに注意する．実際

Hn(ω) = −
1

2n

∑
1≤i,j≤n

ωiωj

= −n
2

(
1

n

∑
1≤i≤n

ωi

)(
1

n

∑
1≤j≤n

ωj

)
= −n

2

(
Sn
n

)2

となっている．ここで Pnの下での Sn/nの分布を µn, γ
β
n の下での Sn/nの分布を νβn と

書くことにする．そのとき，A ∈ B(R)に対して

νβn(A) = γβn

(
Sn
n
∈ A

)
=

1

Zβ
n

∫
Ωn

1A

(
Sn
n

)
e−βHnPn(dω)

=
1

Zβ
n

∫
Ωn

1A

(
Sn
n

)
exp

[
nβ

2

(
Sn
n

)2
]
Pn(dω)

=
1

Zβ
n

∫
R
1A(z) exp

[
nβz2

2

]
µn(dz)

となる．また νβn(R) = 1であるから

Zβ
n =

∫
R
exp

[
nβz2

2

]
µn(dz)

を得る．よって

νβn(A) =

∫
R 1A(z) exp

[
nβz2

2

]
µn(dz)∫

R exp
[
nβz2

2

]
µn(dz)

(2.17)

を得る．
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νβnはR上の確率測度であるが，µnの台が [−1, 1]に含まれているので [−1, 1]上の確率
測度と見なせることに注意する．[−1, 1]上の関数 Iと Jβをそれぞれ次で定義する．

I(z) :=
1

2
(1− z) log(1− z) + 1

2
(1 + z) log(1 + z), z ∈ [−1, 1],

Jβ(z) := I(z)− βz2

2
− inf

w∈[−1,1]

{
I(w)− βw2

2

}
, z ∈ [−1, 1].

このとき，[−1, 1]値確率測度の列 {νβn}n∈Nは n → ∞のときに良い速度関数 Jβ に対し
て速度 nで大偏差原理を満たすことを示す．まず (2.17)の分母が収束することを見る．
Cramérの大偏差原理と命題 1.19により，[−1, 1]値確率測度の列 {µn}n∈N は n → ∞
のときに良い速度関数 I に対して速度 nで大偏差原理を満たす（例 2.5を参照せよ）．
[−1, 1] 3 w 7→ βw2/2は明らかに有界連続なので，定理 1.28により

lim
n→∞

1

n
log

∫
R
exp

[
nβz2

2

]
µn(dz) = sup

w∈[−1,1]

{
βw2

2
− I(w)

}
が成立する．次に (2.17)の分子を考える. νβn に対する上からの評価を考えるために，任
意に閉集合 F ⊂ [−1, 1]を取る．f を F 上で 0，F c上で−∞となる関数とすれば f は上
半連続であり，明らかに∫

[−1,1]

1F (z) exp

[
nβz2

2

]
µn(dz) =

∫
[−1,1]

exp

[
nf(z) +

nβz2

2

]
µn(dz)

である．f は下に有界ではないが，上に有界なので定理 1.28が適用できる．よって定理
1.28の上からの評価により

lim
n→∞

1

n
log

∫
[−1,1]

1F (z) exp

[
nβz2

2

]
µn(dz) ≤ sup

z∈[−1,1]

{
f(z) +

βz2

2
− I(z)

}
= − inf

z∈F

{
I(z)− βz2

2

}
を得る．
一方，νβnに対する下からの評価を考えるために，相対位相に関する開集合G ⊂ [−1, 1]
を任意に取る．以下本証明ではB(·, ·)は [−1, 1]における開球とする．任意のB(w, δ) ⊂ G

となるw ∈ [−1, 1]と δ > 0に対して，µnに対する大偏差原理の下からの評価により

lim
n→∞

1

n
log

∫
[−1,1]

1G(z) exp

[
nβz2

2

]
µn(dz) ≥ inf

z∈B(w,δ)

βz2

2
+ lim

n→∞

1

n
log µn(B(w, δ))

≥ inf
z∈B(w,δ)

βz2

2
− inf

z∈B(w,δ)
I(z)

76



を得る．δ ↘ 0とした後にw ∈ Gについての上限を取れば

lim
n→∞

1

n
log

∫
[−1,1]

1G(z) exp

[
nβz2

2

]
µn(dz) ≥ − inf

w∈G

{
I(w)− βw2

2

}
を得る．以上により {νβn}n∈Nは n→∞のときに良い速度関数 Jβに対して速度 nで大偏
差原理を満たすことがわかった．
Jβを微分すれば

J ′
β(z) =

1

2
log

1 + z

1− z
− βz, J ′′

β (z) =
1

1− z2
− β

となる．よって

lim
x→−1+0

J ′
β(z) = −∞, lim

1−0
J ′
β(z) =∞, J ′′

β (0) = 1− β

となるので，Jβのグラフの概形は β = 1を境として変わることがわかる．実際，β ≤ 1

のとき Jβ は唯一の零点 0をもち，β > 1のときあるm(β) ∈ (0, 1)が存在して，３点
−m(β), 0,m(β)においてのみ Jβは 0になる．よって β ≤ 1のとき Jβの連続性から任意
の ε > 0に対して

αε := inf
|z|≥ε

Jβ(z) > 0

が成立する．そのため γβn に対する大偏差原理により，任意の ε > 0に対して確率

γβn

(∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣ > ε

)
は n→∞のとき指数的に 0に収束する．よって

lim
n→∞

γβn

(∣∣∣∣Snn
∣∣∣∣ ≤ ε

)
= 1

を得る．また β > 1のときも同じ議論により任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

γβn

(
Sn
n
∈ B(m(β), ε) ∪B(−m(β), ε)

)
= 1

が成立する．一方，任意の A ∈ B([−1, 1])に対して νn(A) = νn(−A)が成立するので，
0 < ε < m(β)となる任意の ε > 0に対して

lim
n→∞

γβn

(∣∣∣∣Snn −m(β)

∣∣∣∣ ≤ ε

)
= lim

n→∞
γβn

(∣∣∣∣Snn +m(β)

∣∣∣∣ ≤ ε

)
=

1

2
.

が成立する．これで定理の証明が終了する．
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3 Gätner-Ellisの大偏差原理とその応用
本章ではGätner-Ellisの大偏差原理について述べる．簡単に述べると，「Rd上のBorel

確率測度の列 {µn}n∈Nが対数積率母関数について適切な条件を満たせば，{µn}n∈Nは大
偏差原理を満たす」という主張である．その条件は対数積率母関数（の極限）の存在と
正則性についての仮定であり，Cramérの大偏差原理のように単純な設定であれば簡単
に確認することができる．そのため注意 3.2で見る様に条件 (FEM)の下でのCramérの
大偏差原理は，Gätner-Ellisの大偏差原理により直ちに従う．その条件（特に正則性に
ついての条件）を確認することは難しい問題であるものの，Gätner-Ellisの大偏差原理
は多くの問題に適用できる一般性の高い結果として知られている．
{µn}n∈Nを Rd上の Borel確率測度の列とし，各 n ∈ Nに対して対数積率母関数 Λn :

Rd → (−∞,∞]を次で定義する．

Λn(λ) := log

∫
Rd

e⟨λ,x⟩µn(dx), λ ∈ Rd.

本節では次の条件 (GE)を常に仮定する．

(GE) 任意の λ ∈ Rdに対して次の極限Λ(λ)が [−∞,∞]において存在する．

Λ(λ) := lim
n→∞

1

n
Λn(nλ).

さらに，0は domΛ := {λ ∈ Rd | Λ(λ) ∈ R}の内点である.

ここでΛ∗ : Rd → [0,∞]をΛの Fenchel-Legendre変換とする．

Λ∗(x) := sup
λ∈Rd:Λ(λ)<∞

{〈λ, x〉 − Λ(λ)}, x ∈ Rd.

Λ∗が非負であることは Λ(0) = 0であることから従う．また補題 1.12により Λ∗は下半
連続である．一般の Γ : Rd → [−∞,∞]についても，Fenchel-Legendre変換を Γ∗と書く
ことにして，domΓ := {x ∈ Rd | Γ(x) ∈ R}と定義しておく．Γ∗は凸関数の上限として
表せているので凸である．
次にGärtner-Ellisの定理に現れるRd上の関数の性質を定義する．Γ : Rd → (−∞,∞]

が y ∈ Rdで狭義劣微分可能とは次を満たすことをいう．ある λ ∈ Rdが存在して，任意
の x 6= yに対して

Γ(x) > 〈λ, x− y〉+ Γ(y).

が成立する．この不等式を満たす λ ∈ Rd全体がなす集合はΓの yにおける狭義劣微分と
呼ばれる．狭義劣微分は１点集合とは限らないことを注意する．実際，Γ(x) = |x|, x ∈ R
の 0における狭義劣微分は (−1, 1)である．またFΓ∗を Γ∗の狭義劣微分可能な点 y ∈ Rd
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であって，yにおける狭義劣微分と (domΓ)◦の共通部分が空でないもの全体がなす集合
とする．
Γ : Rd → (−∞,∞]は次の３条件を満たすときに本質的に滑らかであるといわれる．

• (domΓ)◦ ⊂ Rdは空でない．

• Γは (domΓ)◦上で微分可能である．

• λn → λ ∈ ∂(domΓ)なる任意の数列 {λn}n∈N ⊂ (domΓ)◦に対して次が成立する．

lim
n→∞

|∇Γ(λn)| =∞.

次の定理が本章の主定理であり，Gärtner-Ellisの大偏差原理と呼ばれる．

定理 3.1. (GE)を仮定する．このとき次が成立する．

(1) 任意の閉集合C ⊂ Rdに対して次が成立する．

lim
n→∞

1

n
log µn(C) ≤ − inf

x∈C
Λ∗(x).

(2) 任意の開集合O ⊂ Rdに対して次が成立する．

lim
n→∞

1

n
log µn(O) ≥ − inf

x∈O∩FΛ∗
Λ∗(x).

(3) さらにΛは下半連続かつ本質的に滑らかと仮定する．このとき任意の開集合O ⊂ Rd

に対して次が成立する．

lim
n→∞

1

n
log µn(O) ≥ − inf

x∈O
Λ∗(x).

つまり，Rd上の確率測度の列 {µn}n∈Nは n → ∞のときに良い速度関数 Λ∗に対して速
度 nで大偏差原理を満たす．

注意 3.2. Cramérの大偏差原理（定理 2.1）は定理 3.1の系として得られる．実際，µn
を Sn/nの分布と定義すれば，本節で定義したΛは第 2節で定義したものに他ならない．
また仮定 (FEM)の下では条件 (GE)は明らかに成立し，さらに命題 2.8(1)によりΛは
C1級なので定理 3.1(3)の仮定も明らかに成立する．よって定理 3.1は定理 2.1の一般化
になっている．

注意 3.3. 本節では記法の単純化のため大偏差原理の速度が nである場合を取り扱った
が，∞に発散する数列 {an}n∈Nを速度とした場合も同様の定理が成立する．
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注意 3.4. 本節ではRd上の確率測度の列の場合を取り扱ったが，無限次元空間上でも同
様な定理が成立することが知られている．証明は行わないが第 3.3節において詳しく述
べる．
注意 3.5. Gärtner-Ellisの定理は一般的な位相ベクトル空間上で成立することが知られ
ている．証明は与えないが主張のみ述べておく．Xを局所凸Hausdorff位相ベクトル空
間，X∗を位相的双対とする．つまりX∗はX上の連続線型汎函数全体である．{µε}ε>0

をX上の指数的に緊密な確率測度の族とし，Λε : X
∗ → (−∞,∞]を µεから決まる対数

積率母関数とする．

Λε(λ) := log

∫
X

eλ(x)µε(dx), λ ∈ X∗.

ここで任意の λ ∈ X∗に対して極限 limε→0 εΛε(λ/ε) =: Λ(λ)が存在して，X∗上の関数Λ

は有限値を取り下半連続かつGateaux微分可能であると仮定する．37このとき，X 上の
確率測度の族 {µε}ε>0は ε→ 0のときに良い速度関数Λ∗に対して速度 ε−1で大偏差原理
を満たす．38ここでΛ∗はΛの Fenchel-Legendre変換である．

Λ∗(x) := sup
λ∈X∗
{λ(x)− Λ(λ)}, x ∈ X.

本節の残りでは条件 (GE)の下でΛ∗が良い速度関数であることと，{µn}n∈Nが指数的
に緊密であることを示す．その次に第 3.1節において Fenchel-Legendre変換や劣微分に
関するいくつかの補題を示した後，第 3.2節において定理 3.1を示す．第 3.3節と第 3.4

節ではGärtner-Ellisの定理を用いて独立同分布な確率変数の列に対する中偏差原理と有
限状態Markov連鎖に対する大偏差原理をそれぞれ調べる．
まずΛ∗が良い速度関数であることを示す．次の命題や本章を通して，Rd上の凸関数
に関する基本事項が用いられる．いくつかの事項は第??章にまとめられているので，適
宜参照せよ．
命題 3.6. 条件 (GE)を仮定する．このとき次が成立する．
(1) Λは凸であり任意の λ ∈ Rdに対してΛ(λ) > −∞である．

(2) Λ∗は良い速度関数である．
証明. (1)明らかにΛn(0) = 0なので，Λ(0) = 0である．また任意のλ1, λ2 ∈ Rd, t ∈ (0, 1)

に対して，Hölderの不等式により∫
Rd

e⟨tλ1+(1−t)λ2,x⟩µn(dx) ≤
(∫

Rd

e⟨λ1,x⟩µn(dx)

)t(∫
Rd

e⟨λ2,x⟩µn(dx)

)1−t

37λ : X → Rが Gateaux微分可能であるとは，任意の x, y ∈ X に対して λ(x + ty)が t = 0で微分可
能であることをいう．

38詳しくは [33, Corollary 4.5.16]を参照せよ．
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が成立する．この式で対数を取ることにより，Λnが凸であることがわかる．よって Λ

は凸関数の各点極限になっているので，Λも凸である．ここである λ ∈ Rd に対して
Λ(λ) = −∞となったとすると，任意の 0 < α ≤ 1に対して

Λ(αλ) ≤ αΛ(λ) + (1− α)Λ(0) = αΛ(λ) = −∞

が成立するが，これは (GE)に矛盾する．よってΛ(λ) > −∞である．
(2) 各 α ≥ 0を固定して {x ∈ Rd | Λ∗(x) ≤ α}がコンパクト集合であることを示す．

(GE)により δ > 0を小さくとればB(0, δ) ⊂ (domΛ)◦となるようにできる．Λは凸な
ので系A.8により (domΛ)◦上で連続である．よって c := supλ∈B(0,δ) Λ(λ) < ∞である．
ここで x ∈ RdがΛ∗(x) ≤ αとすると

α ≥ Λ∗(x) ≥ sup
λ∈B(0,δ)

{〈λ, x〉 − Λ(λ)} ≥ sup
λ∈B(0,δ)

〈λ, x〉 − c = δ|x| − c

となっている．よって {x ∈ Rd | Λ∗(x) ≤ α}は有界である．また Λ∗は先に述べたよう
に下半連続なので，{x ∈ Rd | Λ∗(x) ≤ α}は閉集合である．よってΛ∗は良い速度関数で
ある．

次に {µn}n∈Nが指数的に緊密であることを示す．

補題 3.7. (GE)を仮定する．このとき {µn}n∈Nは指数的に緊密である．

証明. (GE)により a > 0を小さく取ると Λ(±aei) < ∞, (i = 1, . . . , d)となるようにで
きる．任意にK > 0を固定する．Ri−1 × (K,∞)× Rd−i上では 〈ei, x〉 −K ≥ 0なので

µn
(
Ri−1 × (K,∞)× Rd−i) ≤ ∫

Rd

en(⟨aei,x⟩−aK)µn(dx) = exp (−naK + Λn(naei))

である．よって

lim
n→∞

1

n
log µn

(
Ri−1 × (K,∞)× Rd−i) ≤ −aK + Λ(aei)

が成立する．同様にして

lim
n→∞

1

n
log µn

(
Ri−1 × (−∞,−K)× Rd−i) ≤ −aK + Λ(−aei)

が示される．よって補題 1.9により

lim
n→∞

1

n
log µn

(
Rd \ [−K,K]d

)
≤ −aK + max

i=1,...,d
{Λ(aei),Λ(−aei)}

がわかるので，K →∞とすれば {µn}n∈Nは指数的に緊密であることが示される．
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3.1 Fenchel-Legendre変換の性質
本節では Fenchel-Legendre変換に関する性質をいくつか述べる．それらは Gärtner-

Ellisの定理 (3)の証明において基本的な役割を果たす．本節の内容は凸解析に関するも
のであり，確率測度とは無関係であることを注意しておく．39

命題 3.8. Γ : Rd → (−∞,∞]を凸関数とする．η ∈ (domΓ)◦を固定して y = ∇Γ(η)と
おく．

(1) Γ∗(y) = 〈η, y〉 − Γ(η)が成立する．

(2) Γ∗は yにおいて狭義劣微分可能であり，ηは yにおける狭義劣微分に属す．特に，
y ∈ FΓ∗である．

証明. (1) λ ∈ Rdを固定する．α ∈ [0, 1]に対して g(α) ∈ [−∞,∞)を次で定める．

g(α) := (1− α)〈η, y〉+ α〈λ, y〉 − Γ((1− α)η + αλ).

Γ(η) <∞なので g(0)は有限である．また Γは凸なので gは凹である．よって

g(1)− g(0) ≤ lim
α↘0

g(α)− g(0)
α

= 〈λ− η, y −∇Γ(η)〉 = 0

である．よって任意の λ ∈ Rdに対して

〈λ, y〉 − Γ(λ) ≤ 〈η, y〉 − Γ(η) ≤ Γ∗(y)

が成立する．最左辺の λ ∈ Rdを渡る上限を取ることにより (1)が得られる．
(2) Γ∗は yにおいて狭義劣微分可能であることを示そう．そのために，ある x 6= yに
対して

〈η, y〉 − Γ∗(y) ≤ 〈η, x〉 − Γ∗(x)

となったと仮定する．なおΓ∗(y) ∈ RであるからΓ∗(x) ∈ Rである．(1)より左辺はΓ(η)

である．一方任意の θ ∈ Rdに対して

Γ∗(x) ≥ 〈η + θ, x〉 − Γ(η + θ)

であることを組み合わせると，

〈θ, x〉 ≤ Γ(η + θ)− Γ(η)

39本節の記述は [33]を参考にした．
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が得られる．（ここでの式変形においても∞−∞という状況は発生していない．）
θの代わりに εθを考え，ε→ 0とすれば

〈θ, x〉 ≤ lim
ε→0

Γ(η + εθ)− Γ(η)

ε
= 〈θ,∇Γ(η)〉

が得られる．特に θ = x−∇Γ(η)とすれば x = ∇Γ(η)が得られる．これは x 6= yと矛盾
する．
以上により x 6= y = ∇Γ(η)のとき

〈η, y〉 − Γ∗(y) > 〈η, x〉 − Γ∗(x)

が成立する．よって Γ∗は yにおいて狭義劣微分可能であり，ηは yにおける狭義劣微分
に属す．
本節の残りは補題 3.12を示すことが主目的である．そのために技術的な補題が３つ必
要になるので，それらを順に示す．

命題 3.9. Γ : Rd → (−∞,∞]は下半連続かつ凸であるとする．このとき次が成立する．

Γ(x) = sup
λ∈Rd

{〈λ, x〉 − Γ∗(λ)}, x ∈ Rd. (3.1)

つまり，Γ∗∗ = Γが成立する．

証明. Γが恒等的に∞ならば Γ∗は恒等的に−∞になるので，(3.1)は成立している．以
下 Γが恒等的に∞ではない場合に (3.1)を示す．Rd+1の部分集合 E と E∗をそれぞれ次
で定義する．

E := {(x, α) ∈ Rd × R | Γ(x) ≤ α}, E∗ := {(λ, β) ∈ Rd × R | Γ∗(λ) ≤ β}.

Γが恒等的に∞ではないので，E 6= ∅である．
本段落では E∗ 6= ∅であることを示す．Γは恒等的に∞ではないので，ある x0 ∈ Rdに
対してΓ(x0) ∈ Rとなる．α0 < Γ(x0)となるα0を固定する．仮定によりΓは下半連続か
つ凸であるので，EはRd+1において閉かつ凸であることがわかる．よってHahn-Banach

の定理により，Rd+1の超平面で Eと (x0, α0) /∈ Eを狭義に分離するものが存在する．つ
まり，ある (µ0,−ρ0) ∈ Rd × Rと γ0 ∈ Rが存在して次が成立する．

sup
(y,ξ)∈E

{〈µ0, y〉 − ρ0ξ} ≤ γ0 < 〈µ0, x0〉 − ρ0α0. (3.2)

(3.2)において (y, ξ) = (x0,Γ(x0)) ∈ E とすることにより，−ρ0Γ(x0) < −ρ0α0を得る．
よって ρ0 > 0である．任意に y ∈ Rdを取る．Γ(y) =∞のときは明らかに

〈µ0/ρ0, y〉 − Γ(y) ≤ γ0/ρ0 (3.3)
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が成立する．一方 Γ(y) <∞のときも，(3.2)の左側の不等式により (3.3)は成立してい
る．よって任意の y ∈ Rdに対して (3.3)が成立する．(3.3)において y ∈ Rdについての上
限を取れば，Γ∗(µ0/ρ0) ≤ γ0/ρ0となるので，(µ0/ρ0, γ0/ρ0) ∈ E∗である．よって E∗ 6= ∅
が示された．
任意に x ∈ Rdを固定する．ここで (λ, β) ∈ E∗とすると，Γ∗(λ) ≥ 〈λ, x〉 − Γ(x)と

Γ∗(λ) ≤ βにより Γ(x) ≥ 〈λ, x〉 − βを得る．この式で (λ, β) ∈ E∗についての上限を取
れば

Γ(x) ≥ sup
(λ,β)∈E∗

{〈λ, x〉 − β} = sup
λ∈Rd

{〈λ, x〉 − Γ∗(λ)}

が得られる．残るは逆向きの不等式の証明である．それを示すためには，任意のα < Γ(x)

に対してある (λ, β) ∈ E∗が存在して
〈λ, x〉 − β > α (3.4)

となることを示せば十分である．
x ∈ Rdと α < Γ(x)となる α ∈ Rを任意に固定する．このとき (x, α) /∈ E であるから
再びHahn-Banachの定理により，ある (µ,−ρ) ∈ Rd × Rと γ ∈ Rが存在して次が成立
する．

sup
(y,ξ)∈E

{〈µ, y〉 − ρξ} ≤ γ < 〈µ, x〉 − ρα. (3.5)

Γは恒等的に∞ではないので，ある x0 ∈ Rdに対して Γ(x0) ∈ Rである．よって任意の
ξ ≥ Γ(x0)に対して 〈µ, x0〉 − ρξ ≤ γが成立する．ξ → ∞とすることにより ρ ≥ 0がわ
かる．
まず ρ > 0のときを考える．先程と同じ議論で (µ/ρ, γ/ρ) ∈ E∗である．また (3.5)の
右側の不等式により，(λ, β) = (µ/ρ, γ/ρ)は (3.4)を満たしている．次に ρ = 0のときを
考える．このとき (3.5)により

sup
y:Γ(y)<∞

{〈µ, y〉 − γ} ≤ 0 < 〈µ, x〉 − γ (3.6)

が成立している．任意に (λ0, β0) ∈ E∗を取る．このとき δ > 0に対して λδ := λ0 + µ/δ

および βδ := β0 + γ/δと定義すると，任意の y ∈ Rdに対して

〈λδ, y〉 − βδ =
1

δ
(〈µ, y〉 − γ) + 〈λ0, y〉 − β0

≤ 〈λ0, y〉 − Γ∗(λ0) ≤ Γ(y)

が成立する．ただし最初の不等号では (3.6)の左側の不等式と (λ0, β0) ∈ E∗であることを
用いた．これから Γ∗(λδ) ≤ βδが得られるので，(λδ, βδ) ∈ E∗がわかった．最後に (3.6)

の右側の不等式により，δ ↘ 0のとき

〈λδ, x〉 − βδ =
1

δ
(〈µ, x〉 − γ) + 〈λ0, x〉 − β0 ↗∞
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となっているので，δ > 0が十分小さければ (λ, β) = (λδ, βδ)は (3.4)を満たしている．こ
れで本命題の証明が終わった．

次の補題では凸集合に対する相対内部が現れるので，補題に進む前に相対内部の定義
を導入する．空でない凸集合C ⊂ Rdに対してCの相対内部 ri (C)を次で定義する．

ri (C) := {y ∈ C |任意の x ∈ Cに対してある ε > 0が存在して y − ε(x− y) ∈ C}.

相対内部の定義から C◦ ⊂ ri (C)だが，一般に逆向きの包含関係は成立しない．凸関数
Γ : Rd → (−∞,∞]に対して，ri (domΓ)は domΓの凸集合としての内部を表し，次元が
退化する場合もあり得る．例として Γ : R2 → (−∞,∞]を

Γ(x) :=

{
0, xの第２成分が 0のとき，
∞, それ以外，

として定義すると，domΓ = ri (domΓ) = R× {0}であるが (domΓ)◦ = ∅である．

補題 3.10. Γ : Rd → [0,∞]は下半連続な凸関数で，infλ∈Rd Γ(λ) = 0かつ 0 ∈ ri (domΓ∗)

を満たすとする．このとき，ある η ∈ Rdに対して Γ(η) = 0となる．

証明. まず Γ∗(0) = − infλ∈Rd Γ(λ) = 0であることを注意しておく．また 0 < δ1 < δ2
および y ∈ Rdとすると，Γ∗の凸性により Γ∗(δ1y) ≤ (δ1/δ2)Γ

∗(δ2y)がわかる．よって
{Γ∗(δy)/δ}δ>0は広義単調増加である．ここで関数 g : Rd → [−∞,∞]を次で定める．

g(y) := inf
δ>0

Γ∗(δy)

δ
= lim

δ↘0

Γ∗(δy)

δ
.

本補題を示すために，ある η ∈ Rdが存在して

g(y) ≥ 〈η, y〉, y ∈ Rd (3.7)

が成立することを後で示す．まずはこれを認めて本補題の証明を終了させる．(3.7)と gの
定義により，任意の y ∈ Rdに対して Γ∗(y) ≥ 〈η, y〉が成立する．ここで Γ : Rd → [0,∞]

は下半連続かつ凸関数なので，命題 3.9により

Γ(η) = sup
y∈Rd

{〈η, y〉 − Γ∗(y)}

であるから，Γ(η) ≤ 0である．一方，Γ∗(0) = 0なので Γ(η) ≥ 0である．よって本補題
の主張である Γ(η) = 0が示された．
本補題の証明を完結させるために，ある η ∈ Rdに対して (3.7)が成立することを示す．
そのために gの性質をいくつか見ておく．gは凸関数の各点極限として表されるので凸関
数である．また gの定義により g(0) = 0であり，任意の α ≥ 0に対して g(αy) = αg(y)
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である．次に任意の y ∈ Rdに対して g(y) > −∞であることを示そう．まず {ty | t > 0}
と domΓ∗が共通部分をもたないときは，任意の δ > 0に対してΓ∗(δy) =∞となるので，
明らかに g(y) =∞である．次に ty ∈ domΓ∗となる t > 0が存在する場合を考える．こ
のとき仮定 0 ∈ ri (domΓ∗)により，ある ε > 0に対して Γ∗(−εy) < ∞となる．従って
Γ∗の凸性により

0 = Γ∗(0) ≤
(
1

δ
+

1

ε

)−1(
Γ∗(δy)

δ
+

Γ∗(−εy)
ε

)
が任意の δ > 0に対して成立する．よって δ > 0について下限を取ることにより，g(y) ≥
−Γ∗(−εy)/ε > −∞となる．この場合も g(y) > −∞が示された．
gに対する性質として最後に limy→0 g(y) ≥ 0を示そう．そのために 0 ∈ ri (dom g)を
示す．x ∈ dom gを任意に取ると，g(x) <∞なのである δ > 0に対して Γ∗(δx) <∞と
なる．よって仮定 0 ∈ ri (domΓ∗)により，ある ε > 0に対して Γ∗(−εδx) <∞がわかる．
これから g(−εx) <∞，つまり−εx ∈ dom gとなるので，0 ∈ ri (dom g)が示された．次
に ri (dom g) = dom gを示そう．定義により ri (dom g) ⊂ dom gなので逆向きの包含関
係を示せばよい．x ∈ dom gを任意に取る．g(2x) = 2g(x)なので 2x ∈ dom gである．先
に 0 ∈ ri (dom g)を示したので，命題A.5(1)により x ∈ ri (dom g)となり，ri (dom g) =

dom gが示された．また gは凸関数なので命題 A.7により，gは ri (dom g) = dom g上
連続である．g(0) = 0であるから，y ∈ Rdが dom gから 0に近づくときは g(y) → 0

となる．一方 (dom g)cから 0に近づくときは明らかに g(y) → ∞である．以上により
limy→0 g(y) ≥ 0が示された．
ここでRd+1の部分集合をE := {(y, ξ) ∈ Rd+1 | ξ ≥ g(y)}と定める．gは凸なのでEも凸
であり，g(0) = 0なので (0, 0) ∈ Eであるから Eは空でない．また limy→0 g(y) ≥ 0 > −1
なので (0,−1) /∈ E である．よって Hahn-Banachの定理40により，Rd+1 内の超平面で
(0,−1)と Eを狭義に分離するものが存在する．具体的に述べると，あるλ ∈ Rdと ρ ∈ R
が存在して任意の (y, ξ) ∈ E に対して

ρ > 〈λ, y〉 − ρξ (3.8)

が成立する．(3.8)において (y, ξ) = (0, 0) ∈ E とすることにより ρ > 0がわかる．ここ
で η = λ/ρとおけば，(3.7)を満たすことを示す．α > 0を任意に取る．(αy, g(αy)) ∈ E
に対して (3.8)を用いると

1/α > 〈η, y〉 − g(y)

が得られる．g(y) > −∞であったから，g(y)を左辺に移項して α→∞とすることによ
り，(3.7)が得られる．これで本補題の証明が終わる．

40例えば [33, Theorem B.6]を参照せよ．
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補題 3.11. Γ : Rd → (−∞,∞]は本質的に滑らかな凸関数であり，Γ(0) = 0かつある
x ∈ Rdに対して Γ∗(x) = 0となると仮定する．このとき 0 ∈ (domΓ)◦が成立する．
証明. Γ(0) = 0と Γの凸性から，任意の t ∈ [0, 1]と λ ∈ Rdに対して

Γ(tλ) ≤ tΓ(λ) (3.9)

が成立する．また Γ∗(x) = 0なので

Γ(tλ) ≥ 〈tλ, x〉 ≥ −t|λ||x|

が成立する．Γは本質的に滑らかなので (domΓ)◦ 6= ∅であるから，ある z ∈ Rdと r > 0

に対して ΓはB(z, r) ⊂ (domΓ)◦上微分可能である．特に ΓはB(z, r)上連続なので

M := sup
λ∈B(z,r)

{|Γ(λ)|+ |λ||x|} <∞

である．よって任意の t ∈ (0, 1]に対して θ ∈ B(tz, tr) ⇔ λ = (θ/t) ∈ B(z, r)であるこ
とと (3.9)から

sup
θ∈B(tz,tr)

|Γ(θ)| ≤ tM

である．
次に任意の t ∈ (0, 1]と θ ∈ B(tz, tr)に対して

|Γ(θ)− Γ(tz)| ≤ 2M

r
|θ − tz| (3.10)

を示そう．θ = tzのときは明らかなので θ 6= tzとする．ここで

y = tz +
tr

|θ − tz|
(θ − tz) ⇐⇒ θ =

|θ − tz|
tr

y +

(
1− |θ − tz|

tr

)
tz

とおくと，y ∈ B(tz, tr)である．よって Γの凸性により

Γ(θ)− Γ(tz) ≤ |θ − tz|
tr

(Γ(y)− Γ(tz)) ≤ 2M

r
|θ − tz|

が得られる．同様に

y′ = tz − tr

|θ − tz|
(θ − tz) ⇐⇒ tz =

|θ − tz|
|θ − tz|+ tr

y′ +
tr

|θ − tz|+ tr
θ

とおくと，y′ ∈ B(tz, tr)である．よって Γの凸性により

Γ(tz)− Γ(θ) ≤ |θ − tz|
|θ − tz|+ tr

(Γ(y′)− Γ(θ)) ≤ 2M

r
|θ − tz|
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が得られるので，(3.10)が示される.

再び (3.9)により tz ∈ (domΓ)◦であることと Γが本質的に滑らかであることから，Γ

は tzで微分可能であることがわかる．よって (3.10)により |∇Γ(tz)| ≤ 2M/rがわかる．
t ↘ 0として，再び Γが本質的に滑らかであることを用いると 0 ∈ (domΓ)◦が得られ
る．
補題 3.12. 下半連続な凸関数 Γ : Rd → (−∞,∞]が本質的に滑らかであれば，

ri (domΓ∗) ⊂ FΓ∗ .

証明. domΓ∗ 6= ∅としてよい．このとき命題 A.5(1)により ri (domΓ∗) 6= ∅である．
x ∈ ri (domΓ∗)を固定し，関数 f : Rd → [0,∞]を次で定める．

f(λ) = Γ(λ)− 〈λ, x〉+ Γ∗(x), λ ∈ Rd.

証明は∇f(η) = 0となる η ∈ Rdを見つけることにより，Γ∗が xで劣微分可能であるこ
とを示すという方針で進む．
f は下半連続かつ凸で infλ∈Rd f(λ) = 0である．また f の Fenchel-Legendre変換は

f ∗(z) = sup
λ∈Rd

{〈λ, z〉 − f(λ)}

= sup
λ∈Rd

{〈λ, z + x〉 − Γ(λ)} − Γ∗(x)

= Γ∗(z + x)− Γ∗(x)

となっている．この式を用いると x ∈ ri (domΓ∗)なので 0 ∈ ri (dom f ∗)であることがわ
かる．よって補題 3.10によりある η ∈ Rdに対して f(η) = 0となるが，特に η ∈ domΓ

である．
Γ(η) ∈ Rに注意して，Γ̃ : Rd → (−∞,∞]を次で定義する．

Γ̃(ξ) = Γ(ξ + η)− Γ(η), ξ ∈ Rd.

Γに対する仮定から Γ̃は本質的に滑らかで下半連続かつ凸で，さらに Γ̃(0) = 0である．
また

Γ̃∗(x) = sup
λ∈Rd

{〈λ, x〉 − Γ(λ+ η) + Γ(η)}

= Γ(η)− 〈η, x〉+ sup
λ∈Rd

{〈λ+ η, x〉 − Γ(λ+ η)}

= Γ(η)− 〈η, x〉+ Γ∗(x) = f(η) = 0

となっている．補題 3.11により 0 ∈ (dom Γ̃)◦なので η ∈ (domΓ)◦がわかる．また Γは
本質的に滑らかなので Γは ηで微分可能である．さらに infλ∈Rd f(λ) = 0 = f(η)なので
∇f(η) = 0，よって x = ∇Γ(η)がわかる．最後に命題 3.8により，Γ∗は xにおいて狭義
劣微分可能で η ∈ (domΓ)◦は xにおける狭義劣微分に属すので，証明は終了する．
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3.2 Gärtner-Ellisの定理の証明
本節では定理 3.1を証明する．基本的な証明の方針はCramérの定理と同じであるが，
一般的な状況では速度関数に対する性質が分からないために，証明は技術的に複雑にな
る．その困難を克服するために，前節までに証明した凸解析についての結果を援用する．41

定理 3.1(1)の証明. 補題 3.7により {µn}n∈Nは指数的に緊密なので，補題 1.23によりコ
ンパクト集合C ⊂ Rdに対して上からの評価を示せば十分である．δ > 0を固定して，

Iδ(x) := min {Λ∗(x)− δ, 1/δ} , x ∈ Rd

とする．このときδ ↘ 0とすると infz∈C I
δ(x)↗ infx∈C Λ∗(x)となっている（infx∈C Λ∗(x)

が∞のときは自明，有限のときはその下限を達成する x0 ∈ Cを考えればわかる）．
各 x ∈ Cに対して Iδの定義によりある λx ∈ Rdに対して

〈λx, x〉 − Λ(λx) ≥ Iδ(x)

が成立する．また rx > 0を rx|λx| ≤ δとなるようにとっておく．このとき

inf
y∈B(x,rx)

〈λx, y〉 = 〈λx, x〉 − rx|λx| ≥ 〈λx, x〉 − δ

に注意すれば，指数型のChebyshevの不等式により

µn (B(x, rx)) ≤
∫
Rd

exp

(
〈nλx, x̃〉 − n inf

y∈B(x,rx)
〈λx, y〉

)
µn(dx̃)

≤ exp (Λn(nλx)− n〈λx, x〉+ nδ)

が成立することがわかる．Cの有限開被覆B(x1, rx1), . . . , B(xN , rxN )を取れば

lim
n→∞

1

n
log µn(C) ≤ max

i=1,...,N
(Λ(λxi)− 〈λxi , xi〉+ δ)

≤ δ − min
i=1,...,N

Iδ(xi) ≤ δ − inf
x∈C

Iδ(x)

が得られる．ここでCのコンパクト性と補題 1.9を用いた．最後に δ ↘ 0とすることに
より所望の評価

lim
n→∞

1

n
log µn(C) ≤ − inf

x∈C
Λ∗(x)

が得られる．

41本節の記述は [51, 第 3章]を参考にした．
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定理 3.1(2)の証明. (2)を示すためには任意の y ∈ FΛ∗と δ > 0に対して

lim
n→∞

1

n
log µn(B(y, δ)) ≥ −Λ∗(y)− δ|η| (3.11)

を示せば十分である．ここで η ∈ Rdは Λ∗の yにおける狭義劣微分と (domΛ)◦に属す
任意の元である．（１つ固定しておく．）実際，(3.11)が示されたとすると，任意の開集合
O ⊂ Rdと任意の y ∈ O ∩ FΛ∗に対してB(y, δ) ⊂ Oとなるように δを取ると

lim
n→∞

1

n
log µn(O) ≥ lim

n→∞

1

n
log µn(B(y, δ)) ≥ −Λ∗(y)− δ|η|

が成立することがわかる．よって δ ↘ 0として y ∈ O ∩ FΛ∗に関する上限を取れば所望
の評価が得られる．
(3.11)を示すために，Cramérの手法による確率測度の変更を行う．まず η ∈ (domΛ)◦

であるから十分大きい n ∈ Nに対してΛn(nη) <∞であることを注意しておく．確率測
度 µ̃n ∈M1(Rd)を µnに絶対連続であってそのRadon-Nikodym微分が

dµ̃n
dµn

(x) = en⟨η,x⟩−Λn(nη)

であるものとする．このとき
1

n
log µn(B(y, δ)) =

1

n
log

∫
B(y,δ)

eΛn(nη)−n⟨η,x⟩µ̃n(dx)

=
1

n
Λn(nη)− 〈η, y〉+

1

n
log

∫
B(y,δ)

e−n⟨η,x−y⟩µ̃n(dx)

≥ 1

n
Λn(nη)− 〈η, y〉 − δ|η|+

1

n
log µ̃n(B(y, δ))

が成立する．ここで

lim
n→∞

µ̃n(B(y, δ)) = 1 (3.12)

を認めると，ΛとΛ∗の定義から

lim
n→∞

1

n
log µn(B(y, δ)) ≥ Λ(η)− 〈η, y〉 − δ|η| ≥ −Λ∗(y)− δ|η|

が分かるので，(3.11)が示された．
次に (3.12)を示そう．そのためには

lim
n→∞

1

n
log µ̃n(B(y, δ)c) < 0 (3.13)
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を示せば十分である．(3.13)は {µ̃n}n∈Nに対する大偏差原理の上からの評価により従う．
それを見るために {µ̃n}n∈N に対する条件 (GE)が成立していることを確認する．そのた
めに

Λ̃n(λ) := log

∫
Rd

e⟨λ,x⟩µ̃n(dx), λ ∈ Rd

と定義しておく．このとき，

Λ̃n(nλ) = log

∫
Rd

en⟨λ+η,x⟩−Λn(nη)µn(dx) = Λn(n(λ+ η))− Λn(nη)

となっている．よってΛ(η) ∈ Rに注意して

Λ̃(λ) := lim
n→∞

1

n
Λ̃n(nλ) = Λ(λ+ η)− Λ(η)

となっているので，条件 (GE)が成立していることが分かる．よって {µ̃n}n∈Nに対して，

Λ̃∗(x) : = sup
λ∈Rd

{〈λ, x〉 − Λ̃(λ)}

= sup
λ∈Rd

{〈λ+ η, x〉 − Λ(λ+ η)} − 〈η, x〉+ Λ(η)

= Λ∗(x)− 〈η, x〉+ Λ(η)

を良い速度関数として定理 3.1の (1)を適用できる．そのため

lim
n→∞

1

n
log µ̃n(B(y, δ)c) ≤ − inf

x∈B(y,δ)c
Λ̃∗(x)

が得られる．よって (3.13)を示すためには右辺の下限が正であることを示せばよい．
Λ∗は良い速度関数であるので，補題 1.13によりある x0 ∈ B(y, δ)cに対して

inf
x∈B(y,δ)c

Λ̃∗(x) = Λ̃∗(x0)

となる．x0 6= yであり，Λ∗は yにおいて狭義劣微分可能で ηは yにおける狭義劣微分に
属すので

Λ̃∗(x0) = Λ∗(x0)− 〈η, x0〉+ Λ(η)

> 〈η, x0 − y〉+ Λ∗(y)− 〈η, x0〉+ Λ(η)

= Λ∗(y)− 〈η, y〉+ Λ(η) ≥ 0

が得られる．最後の不等式は Λ∗の定義により得られる．よって Λ̃∗(x0) > 0が得られた
ので，(2)の証明が終了する．
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定理 3.1(3)の証明. Λは凸であり，下半連続かつ本質的に滑らかであるので，補題 3.12

により ri (domΛ∗) ⊂ FΛ∗が成立する．よって

inf
x∈O∩ri (domΛ∗)

Λ∗(x) ≥ inf
x∈O∩FΛ∗

Λ∗(x) ≥ inf
x∈O

Λ∗(x)

であるから，定理 3.1(3)を示すためには任意の開集合O ⊂ Rdに対して

inf
x∈O∩ri (domΛ∗)

Λ∗(x) = inf
x∈O

Λ∗(x)

を示せばよい．そのためには任意の x̃ ∈ Oに対して

Λ∗(x̃) ≥ inf
x∈O∩ri (domΛ∗)

Λ∗(x) (3.14)

を示せば十分である．
Λ∗(x̃) =∞の場合には (3.14)は明らかなので，Λ∗(x̃) <∞とする．このときdomΛ∗ 6=
∅なので命題 A.5(1)により ri (domΛ∗) 6= ∅である．また命題 A.5(2)により任意の y ∈
ri (domΛ∗)と十分小さい α > 0に対して (1− α)x̃ + αy ∈ O ∩ ri (domΛ∗)となる．よっ
てΛ∗は凸であるので

Λ∗(x̃) = lim
α↘0
{(1− α)Λ∗(x̃) + αΛ∗(y)}

≥ lim
α↘0

Λ∗ ((1− α)x̃+ αy) ≥ inf
x∈O∩ri (domΛ∗)

Λ∗(x)

となり (3.14)が示された．

3.3 独立同分布な確率変数の列に対する中偏差原理
本節ではGärtner-Ellisの大偏差原理の応用として，独立同分布な確率変数の列に対す
る中偏差原理を調べる．中偏差原理は英語ではModerate deviation principleと呼ばれ
る．中偏差原理は定義としては大偏差原理の一種であるが，考えている確率模型におい
て大数の法則（または大数の法則に付随した大偏差原理）と中心極限定理の間の尺度を
調べる大偏差原理を特に中偏差原理と呼ぶ．また重複対数の法則と密接に関連すること
が知られており，多くの確率模型において調べられている．42
{Xi}i∈Nを独立同分布なRd値確率変数の列とし，Snを Sn := X1 + · · · +Xnとする．

X1 = (X1
1 , . . . , X

d
1 )に対して次の３条件を仮定する．

(MDP1) 原点のある近傍に属する λに対して E
[
e⟨λ,X1⟩

]
<∞．

(MDP2) E [X1] = 0．

42本節の記述は [33, 第 3.7節]を参考にした．
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(MDP3) X1 の共分散行列 Γ = (Γij)
d
i,j=1 は正定値である．ここで通常どおり Γij =

E
[
X i

1X
j
1

]とおく．
ここで関数Λ : Rd → Rを

Λ(λ) =
1

2
E
[
〈λ,X1〉2

]
=

1

2
〈λ,Γλ〉

とし，Λ∗をΛの Fenchel-Legendre変換とする．

Λ∗(x) := sup
λ∈Rd

{〈λ, x〉 − Λ(λ)}, x ∈ Rd.

Γは正定値対称なので平方完成をすることにより，各 x ∈ Rd に対して λ 7→ 〈λ, x〉 −
〈λ,Γλ〉/2は λ = Γ−1xにおいて最大になることがわかる．よって

Λ∗(x) =
1

2
〈x,Γ−1x〉, x ∈ Rd

である．また n→∞のとき an → 0かつ nan →∞ となる数列 {an}n∈Nを任意に選ぶ．
定理 3.13. 条件 (MDP1)–(MDP3)を仮定する．Rd値確率変数の列 {

√
an/nSn}n∈Nは

n→∞のときに良い速度関数Λ∗に対して速度 anで大偏差原理を満たす．
注意 3.14. an = n−a, a > 0の場合を考えると，数列 {an}n∈Nの増大度 aに対する条件は
0 < a < 1であり，

√
an/n = n−(a+1)/2となっている．a = 1は大数の法則（と Cramér

の大偏差原理），a = 0は中心極限定理がそれぞれ対応することから，中偏差原理はそ
れらの間の尺度を調べていることに相当する．
証明. 証明は定理 3.1に基づく．Λnを

√
an/nSnの対数積率母関数

Λn(λ) = logE
[
e⟨λ,
√
an/nSn⟩

]
とする．定理 3.13を示すためには，任意の λ ∈ Rdに対して

lim
n→∞

anΛn(a
−1
n λ) = Λ(λ) (3.15)

を示せばよい．実際，Λは明らかに下半連続かつ本質的に滑らかかつ domΛ = Rdなの
で，定理 3.1（の nを a−1

n に取り替えた版）により定理 3.13が得られる．
(3.15)を示すために λ ∈ Rdを固定する．{Xi}i∈Nの独立同分布性により

Λn(a
−1
n λ) = n logE

[
e(nan)

−1/2⟨λ,X1⟩
]

が成立する．ここで

εn = E
[
e(nan)

−1/2⟨λ,X1⟩
]
− 1− (nan)

−1/2E [〈λ,X1〉]−
1

2
(nan)

−1E
[
〈λ,X1〉2

]
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= E
[
e(nan)

−1/2⟨λ,X1⟩
]
− 1− (nan)

−1Λ(λ)

とおけば，
Λn(a

−1
n λ) = n log

(
1 + (nan)

−1Λ(λ) + εn
)

である．Taylorの定理による不等式 |ex− 1− x− x2/2| ≤ |x|3e|x|と，仮定 (MDP)によ
り E

[
e|⟨λ,X1⟩|

]は λが原点に近いとき有限であることにより，n →∞のとき nanεn → 0

となる．よって n→∞のとき
anΛn(a

−1
n λ) = nan log

(
1 + (nan)

−1Λ(λ) + εn
)
−→ Λ(λ)

となる．ここで u→ 0のときに u−1 log(1 + u)→ 1となることを用いた．よって (3.15)

が得られたので定理 3.13が示された．

以下本節で述べる内容は第 4章で扱う Sanovの定理に関連する事柄なので，Sanovの
定理を知らない読者はいったん読み飛ばすことをお勧めする．
Cramérの定理に対して中偏差原理（定理 3.13）が対応するように，Sanovの定理に
対してある中偏差原理が成立することが知られている．以下で証明はしないがこれを述
べる．Sを可分完備距離空間として，M1(S)を S上のBorel確率測度全体とする．また
Msgn(S)をS上の有限符号付き測度全体としMsgn(S)に弱位相を導入すると，Msgn(S)

は局所凸Hausdorff位相ベクトル空間になる. またその位相的双対は

{ν 7→
∫
S

ϕdν | ϕ ∈ Cb(S)}

となるので，43この集合とCb(S)を同一視する．Msgn
0 (S)を ν ∈ Msgn(S)で ν(S) = 0と

なるもの全体とする．
{Xi}i∈Nを独立同分布な S値確率変数の列とし，µ ∈ M1(S)をX1の分布とする．各

n ∈ Nに対してLn = n−1(δX1 + · · ·+ δXn) ∈M1(S)を経験測度とする．経験測度に対す
る大数の法則により，Msgn(S)値確率変数の列 {Ln}n∈Nが µに確率 1で弱収束すること
を思い出しておく．中偏差原理は大数の法則からのずれを調べるものであったので，経
験測度の設定ではMsgn(S)値確率変数の列 {√nan(Ln − µ)}n∈Nの大偏差原理を調べる
ことに相当する．ここで数列 {an}n∈Nは n→∞のとき an → 0かつ nan →∞となるも
のとする．
次に {√nan(Ln − µ)}n∈Nに対する中偏差原理の速度関数を定義する．I :Msgn(S)→

[0,∞]を次で定義する．

I(ν) =


1

2

∫
S

(
dν

dµ

)2

dµ, ν ∈Msgn
0 (S)が µに対して絶対連続のとき

∞, それ以外のとき.

43この事実については [33, p261]を参照せよ．
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このとき次の大偏差原理が知られている．44

定理 3.15. Msgn(S)値確率変数の列 {√nan(Ln−µ)}n∈Nは n→∞のときに良い速度関
数 Iに対して速度 nで大偏差原理を満たす．

注意 3.16. 定理 3.15 に現れる速度関数 I は，注意 3.5 で述べた大偏差原理に現れる
Fenchel-Legendre変換になることを確認する．Λn : Cb(S)→ Rを次で定義する．

Λn(ϕ) = logE
[
e
√
nan

∫
S φd(Ln−µ)

]
, ϕ ∈ Cb(S).

ϕ ∈ Cb(S)に対して anΛn(a
−1
n ϕ)の n→∞における極限を計算する．{Xi}i∈Nの独立同

分布性により

Λn(a
−1
n ϕ) = logE

[
e(nan)

−1/2(φ(X1)−
∫
S φdµ)

]
である．定理 3.13における証明と同様にして

lim
n→∞

anΛn(a
−1
n ϕ) =

1

2
E

[(
ϕ(X1)−

∫
S

ϕdµ

)2
]

=
1

2

(∫
S

ϕ2dµ−
(∫

S

ϕdµ

)2
)

=: Λ(ϕ)

が得られる（Λ(ϕ)は µの下での ϕの分散の半分である）．
簡単のために ν ∈ Msgn

0 (S)が µに絶対連続であって，その Radon-Nikodym微分が
Cb(S)に属す場合にΛ∗(ν)を計算する．定義により

Λ∗(ν) = sup
φ∈Cb(S)

{∫
S

ϕdν − Λ(ϕ)

}
(3.16)

であるが，右辺の上限の中身は
1

2

∫
S

(
dν

dµ

)2

dµ+
1

2

(∫
S

ϕdµ

)2

− 1

2

∫
S

(
ϕ− dν

dµ

)2

dµ

と書ける．ν ∈Msgn
0 (S)であったから第２項は 0になる．よって (3.16)の右辺の上限は

ϕ = dν/dµ ∈ Cb(S)で達成されるので，

Λ∗(ν) =
1

2

∫
S

(
dν

dµ

)2

dµ

とわかる．

44例えば [53]を参照せよ．
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3.4 有限状態Markov連鎖に対する大偏差原理
本節では Gärtner-Ellisの定理の応用として，有限状態Markov連鎖に対する大偏差
原理を調べる．これは大偏差原理の研究において最も重要な研究の一つに挙げられる，
Donsker-Varadhanの大偏差原理の離散版と捉えることができる．有限集合上のMarkov

連鎖については例えば [1, 第 7節]を参照せよ．45
Sを有限集合とする．{Xk}k∈Nを推移確率行列 P = {p(x, y)}x,y∈S から決まる S上の

Markov連鎖とする．（本節では P を |S|次正方行列と見なす．）すなわち，任意の n ∈ N
と任意の x0, x1, . . . , xn ∈ Sに対して

P (X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn) = P (X0 = x0)
n∏
i=1

p(xi−1, xi)

により決定される確率過程である．初期分布P (X0 = ·)は本節の議論に影響しないので，
任意に１つ固定して議論を進める．またP は既約行列であると仮定する．つまり，任意
の x, y ∈ Sに対してある Pm(x, y) > 0となるm = m(x, y) ∈ Nが存在することである．
（本節では正方行列 Aに対して行列 Anの (x, y)成分を An(x, y)と書く．）任意に d ∈ N
と f : S → Rdを固定し，Rd値確率変数の列 {Zn}n∈Nを

Zn :=
1

n

n∑
k=1

f(Xk)

により定義する．
本節で現れる大偏差原理では既約な非負行列のPerron-Frobenius固有値が重要な役割
を果たす．46次の命題で Perron-Frobenius固有値の定義と性質を述べておく．

命題 3.17. Aを既約な非負行列とする．このとき以下の性質を満たすAの正の固有値 ρ

が存在する．

(1) 固有値 ρは単純である．

(2) Aの任意の固有値 λに対して |λ| ≤ ρである．

(3) 固有値 ρに対する右・左固有ベクトルで，全ての成分が正になるものが存在する．
さらに，固有値 ρに対する右・左固有ベクトルは，定数倍を除いてそれぞれ一意的
である．

45本節の記述は [33]を参考にした．
46全ての成分が非負である正方行列を非負行列という．

96



命題3.17の証明は [1,定理7-15]を参照せよ．命題3.17に現れる固有値ρはAのPerron-

Frobenius固有値と呼ばれる．以下既約な非負行列AのPerron-Frobenius固有値を ρ(A)

と書く．また λ ∈ Rdに対して
pλ(x, y) := p(x, y)e⟨λ,f(y)⟩, Pλ := {pλ(x, y)}x,y∈S

と定義する．P が既約なのでPλも既約であることに注意する．λ ∈ Rdに対してΛ(λ) :=

log ρ(Pλ)と定義して，Λ∗をΛの Fenchel-Legendre変換とする．
Λ∗(x) := sup

λ∈Rd

{〈λ, x〉 − Λ(λ)}, x ∈ Rd.

定理 3.18. Rd上の確率変数の列 {Zn}n∈Nは n→∞のときに良い速度関数Λ∗に対して
速度 nで大偏差原理を満たす．
証明. Gärtner-Ellisの定理から，

Λ(λ) = lim
n→∞

1

n
logE

[
en⟨λ,Zn⟩

]
, λ ∈ Rd (3.17)

が成立することと，ΛがRd上微分可能であることを示せばよい．（Λ∗が良い速度関数で
あることも，Gärtner-Ellisの定理の帰結として従う．）Perron-Frobenius固有値 ρ(Pλ)は
特性多項式

det(zI − A) = 0

の単純根であり，特性多項式の係数は λについて滑らかである．よって陰関数定理によ
り，λ ∈ Rd 7→ log ρ(Pλ)はRd上微分可能であることがわかる．
(3.17)を示す．λ ∈ Rdに対して
1

n
logE

[
en⟨λ,Zn⟩

]
=

1

n
log

[ ∑
x0,x1,...,xn∈S

P (X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn)
n∏
k=1

e⟨λ,f(xk)⟩

]

=
1

n
log

[ ∑
x0,x1,...,xn∈S

P (X0 = x0)p(x0, x1) · · · p(xn−1, xn)
n∏
k=1

e⟨λ,f(xk)⟩

]

=
1

n
log

[ ∑
x0,x1,...,xn∈S

P (X0 = x0)

{
n∏
k=1

p(xk−1, xk)e
⟨λ,f(xk)⟩

}]

=
1

n
log

[ ∑
x0,xn∈S

P (X0 = x0)P
n
λ (x0, xn)

]
(3.18)

である．ϕ : S → [1,∞)を Pλの ρ(Pλ)に対する左固有ベクトルとする（命題 3.17(3)に
より ϕ : S → [1,∞)としてよい）．このとき (3.18)により

1

n
logE

[
en⟨λ,Zn⟩

]
≤ 1

n
log

[ ∑
x0,xn∈S

ϕ(x0)P
n
λ (x0, xn)

]
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=
1

n
log

[∑
xn∈S

ρ(A)nϕ(xn)

]

= log ρ(A) +
1

n
log

[∑
x∈S

ϕ(x)

]
がわかる．同様に，ψ : S → (0, 1]をPλのρ(Pλ)に対する右固有ベクトルとすれば，(3.18)
により

1

n
logE

[
en⟨λ,Zn⟩

]
≥ 1

n
log

[ ∑
x0,xn∈S

P (X0 = x0)P
n
λ (x0, xn)ψ(xn)

]

=
1

n
log

[∑
x0∈S

P (X0 = x0)ρ(A)
nψ(x0)

]

= log ρ(A) +
1

n
log

[∑
x∈S

P (X0 = x)ϕ(x)

]
がわかる．これらより (3.17)が成立する．

本節の残りでは S = {1, . . . , |S|}と書くことにし，d = |S|の場合を考える．Sは有限
集合なので，S上の確率測度全体M1(S)はRd内の単体{

x = (xi)
d
i=1 ∈ [0,∞)d

∣∣∣∣∣
d∑
i=1

xi = 1

}
と同一視できるので，両者を同じ記号M1(S)で書くことにする．この同一視を通じて
経験測度

Ln =
1

n

n∑
k=1

δXk

はRdの単体 Ln = (Ln(1), . . . , Ln(d))と同一視される．ここで

Ln(i) =
1

n

n∑
k=1

1{Xk=i}, i = 1, . . . , d,

である．これは定理 3.18におけるZnが
f(i) = (1{i=1}, . . . , 1{i=d}), i = 1, . . . , d

で与えられる場合に対応するので，M1(S)値確率変数の列 {Ln}n∈Nは大偏差原理を満
たし速度関数は

I(α) = sup
λ∈Rd

{〈λ, α〉 − log ρ(Pλ)}, α ∈M1(S) (3.19)
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で与えられる．（ここでも先述の同一視を行っている．）ただし

Pλ = {pλ(i, j)}i,j∈S, pλ(i, j) = p(i, j)eλj

で与えられる．
速度関数 (3.19)はある変分公式で書けることが知られている．u ∈ Rdに対して uの
成分が全て正であるとき u > 0と書くことにする．（uは行ベクトルと思っている．）関数
J :M1(S)→ [0,∞]を次で定義する．

J(α) := sup
u>0

d∑
i=1

αi log

(
ui

(uP )i

)
, α ∈M1(S).

次の命題で I = J であることを示す．
定理 3.19. 任意の α ∈M1(S)に対して I(α) = J(α)が成立する．
証明. α ∈M1(S)を固定して I(α) ≥ J(α)を示す．u ∈ Rdを u > 0なるものとする．P
は既約なので任意の i = 1, . . . , dに対して (uP )i > 0である．よって

λi = log

(
ui

(uP )i

)
とおくと λiは実数である．また任意の j = 1, . . . , dに対して

d∑
i=1

uipλ(i, j) =
d∑
i=1

uip(i, j)e
λj = uj

であるから uPλ = uである．また (3.18)の極限を求めたときと同じ議論により

log ρ(Pλ) = lim
n→∞

1

n
log

d∑
i=1

uiP
n
λ (i, j)

がわかるが，uPλ = uなので右辺の極限は 0である．よって ρ(Pλ) = 1となるので，Iの
定義により

I(α) ≥
d∑
i=1

αi log

(
ui

(uP )i

)
である．u > 0は任意なので I(α) ≥ J(α)を得る．
次に I(α) ≤ J(α)を示す．λ ∈ Rdを固定して，v ∈ Rdを PλのPerron-Frobenius固有
値 ρ(Pλ) に対する左固有ベクトルとする．つまり，vPλ = ρ(Pλ)vを満たし v > 0となる
もののひとつである．ここで

〈λ, α〉 −
d∑
i=1

αi log

(
vi

(vP )i

)
=

d∑
i=1

αi log

(
eλi(vP )i

vi

)
=

d∑
i=1

αi log ρ(Pλ) = log ρ(Pλ)
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である．よって

〈λ, α〉 − log ρ(Pλ) ≤ sup
u>0

d∑
i=1

αi log

(
ui

(uP )i

)
= J(α)

が成立する．λ ∈ Rdは任意なので I(α) ≤ J(α)が示された．

本節の残りではMarkov連鎖に対する大偏差原理を，路の空間に値を取る確率変数と
してみたときの大偏差原理を示す．この確率変数はしばしば経験過程と呼ばれる．経験
平均・経験測度・経験過程に対する大偏差原理は，それぞれレベル 1・レベル 2・レベル
3の大偏差原理とよばれ，数学的には番号順に結果が強くなっている．47
まず経験過程を定義する．i ∈ Nに対して θi : S

N → SNを SN上のシフト作用素とす
る．つまり x = (x1, x2, . . .) ∈ SNに対して，

θix := (xi+1, xi+2, . . .) ∈ SN

である．各 n ∈ Nに対して経験過程と呼ばれる，M1(S
N)値確率変数 Ln,∞を次で定義

する．

X := (X1, X2, . . .) ∈ SN, Ln,∞ :=
1

n

n∑
i=1

δθiX ∈M1(S
N).

本節の残りの主定理は経験過程 {Ln,∞}n∈Nに対する大偏差原理である．正確な主張は定
理 3.21で述べられる．証明の鍵はこれまでに述べたMarkov連鎖に対する大偏差原理と
Dawson-Gärtnerの定理である．
Dawason-Gärnerの定理を適用するためには，射影極限を取る前の空間に値を取る確
率変数に対する大偏差原理が必要になる．次はこれについて述べる．k ≥ 2を固定して，
Sk値確率変数の列 {(Xi, Xi+1, . . . , Xi+k−1)}i∈Nに対する経験測度を

Ln,k :=
1

n

n∑
i=1

δ(Xi,Xi+1,...,Xi+k−1) ∈M1(S
k)

により定義する．{(Xi, Xi+1, . . . , Xi+k−1)}i∈Nは Sk上のMarkov連鎖であり，その推移
確率は

pk(x, y) =
k−1∏
i=1

1{xi+1=yi}p(xk, yk),

x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , yk) ∈ Skで与えられる．対応する推移確率行列を P (k) =

{pk(x, y)}x,y∈Sk と表すことにする．pが既約であっても，一般にP (k)が既約にならない

47Cramérの大偏差原理はレベル 1，Sanovの大偏差原理はレベル 2に相当する．
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ことに注意する．そのため以下では任意の x, y ∈ Sに対して p(x, y) > 0となることを仮
定しておく．この仮定により P (k)は既約行列になる．
{(Xi, Xi+1, . . . , Xi+k−1)}i∈Nは有限状態空間上の既約なMarkov連鎖なので，M1(S

k)

値確率変数の列 {Ln,k}n∈Nは n → ∞のときに速度 nで大偏差原理を満たす（以前と同
様に定理 3.18の特殊な場合である）．その速度関数は命題 3.19により

Ik(α) := sup
u∈(Rd)k,u>0

∫
Sk

log

(
u

(uP (k))

)
dα, α ∈M1(S

k)

で与えられる．
次にDawson-Gärtnerの定理を適用する際に現れる射影系について述べる．k ≤ lに対
して射影 qk,l : S

l → Skを

qk,l(x1, . . . , xl) := (x1, . . . , xk)

により定義する．((Sk)k, (qk,l)k≤l)は射影系でありその射影極限は SNである．また qk :

SN → Skを自然な射影とする．SNには Sに離散位相を導入した際の直積位相が導入さ
れていることに注意しておく．次に πk,l :M1(S

l)→M1(S
k)を qk,lから決まる射影とし

ておく．つまり α ∈M1(S
l)に対して，πk,l(α)は Sk上の確率測度 α ◦ q−1

k,l である．射影
系 ((M1(S

k))k, (πk,l)k≤l)の射影極限に対して次が成立する．

命題 3.20. 射影系 ((M1(S
k))k, (πk,l)k≤l)の射影極限はM1(S

N)に同相である．

命題 3.20は本節の最後に示すことにして，経験過程に対する大偏差原理を正確に述べ
る．命題 3.20による同一視の下，k ∈ Nに対して πkをM1(S

N)からM1(S
k)への射影

とする．つまり α ∈ M1(S
N)に対して，πk(α)はM1(S

k)上の確率測度 α ◦ q−1
k である．

このとき経験過程 Ln,∞の定義により

πk(Ln,∞) = Ln,k

が成立している．よって I∞ :M1(S
N)→ [0,∞]を

I∞(α) := sup
k∈N

Ik(πk(α)), α ∈M1(S
N)

と定義すれば，Dawson-Gärtnerの定理から次を得る．

定理 3.21. 任意の x, y ∈ S に対して p(x, y) > 0であることを仮定する．このとき，
M1(S

N)値確率変数の列 {Ln,∞}n∈Nは n→∞のときに良い速度関数 I∞に対して速度 n

で大偏差原理を満たす．

最後に命題 3.20を証明して本節を終える．
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命題 3.20の証明. 射影系 ((M1(S
k))k, (πk,l)k≤l)の射影極限を X と書くことにする．つ

まりX は∏∞
k=1M1(S

k)の部分集合{
(νk)k∈N ∈

∞∏
k=1

M1(S
k)

∣∣∣∣∣ πk,l(νl) = νk, k ≤ l

}
である．X の元 (νk)k∈Nが与えられたとすると，Kolmogorovの拡張定理により SN上の
確率測度 ν∞であって任意の k ∈ Nに対してπk(ν∞) = νkを満たすものが唯一存在する．48
逆に SN上の確率測度 ν∞が与えられたとき，νk := πk(ν∞)と定義すれば任意の k ≤ lに
対して πl,k(νl) = νkが成立する．よってX とM1(S

N)には全単射が存在する．
この全単射が同相写像であることを示そう．X とM1(S

N)はコンパクト距離空間であ
るから，点列連続性を示せば十分である．SN上の確率測度の列 {νn}n∈Nは ν ∈M1(S

N)

に弱収束すると仮定する．各 k ∈ Nに対し，Sk上の確率測度をそれぞれ

νnk := πk(ν
n), νk := πk(ν)

と定義する．ここで fkを Sk上の（有界連続）関数とすると，

〈νnk , fk〉 = 〈νn, fk ◦ qk〉

である．よって fk ◦ qkは SN上の有界連続関数なので，

lim
n→∞
〈νnk , fk〉 = 〈ν, fk ◦ qk〉 = 〈νk, fk〉

がわかった．よって任意の k ∈ Nに対して {νnk }n∈Nは νkに弱収束する．これにより X
の点列 {(νnk )k∈N}n∈Nが (νk)k∈Nに収束することが示された．
逆にX の点列 {(νnk )k∈N}n∈Nが与えられたとし，(νk)k∈Nに収束すると仮定する．Kol-

mogorovの拡張定理により対応するM1(S
N)上の確率測度をそれぞれ νn∞, ν∞ とする．

ε > 0と SN上の有界連続関数 f を固定しておく．SN上の距離を

d∞(x,y) =
∞∑
k=1

2−k1{xk=yk}

により定義しておく．このとき任意の x,y1,y2 ∈ SNに対して

d∞((pN(x),y1), (pN(x),y2)) ≤ 2−N

である（ここで x ∈ SN と x ∈ SNに対して，(x,x)は SNの元であって qk(x,x) = xか
つ θN(x,x) = xとなるものである）．SNはコンパクトなので f は SN上一様連続である．
よってN ∈ Nが十分大きければ任意の x,y ∈ SNに対して

|f(x)− f(pN(x),y)| ≤ ε

48Kolmogorovの拡張定理については，例えば [9, 定理 4.22]を参照せよ．
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となる．y∗ ∈ SNを任意に取って固定して，SN 上の関数 fN を

fN(x) = f(x,y∗), x ∈ SN

により定義すれば，fNはSN上有界連続である．またn ≥ Nであれば三角不等式により

|〈νn∞, f〉 − 〈ν∞, f〉| ≤ 2ε+

∣∣∣∣∫
SN
f(pN(x),y∗)ν

n
∞(dx)−

∫
SN
f(pN(x),y∗)ν∞(dx)

∣∣∣∣
= 2ε+

∣∣∣∣∫
SN

fN(x)ν
n
N(dx)−

∫
SN

fN(x)νN(dx)

∣∣∣∣
が成立する．よって n→∞とした後，ε↘ 0とすれば

lim
n→∞
〈νn∞, f〉 = 〈ν∞, f〉

が得られるので，{νn∞}n∈Nは ν∞に弱収束することがわかった．
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4 Sanovの大偏差原理
本章では Sanovの大偏差原理について論じる．49Sを可分完備距離空間とし，Cb(S)を

S上の有界連続関数全体，M1(S)を S上の確率測度全体とする．Sは可分なので，有界
連続関数の列 {fn}n∈N ⊂ Cb(S)であって，M1(S)を分離するものが存在する．50このと
きM1(S)上の距離を

dM1(S)(µ, ν) :=
∞∑
n=1

1

2n

{
1 ∧

∣∣∣∣∫
S

fndµ−
∫
S

fndν

∣∣∣∣} , µ, ν ∈M1(S) (4.1)

により定義すると，dM1(S)は弱収束の位相を誘導して，M1(S)は可分完備距離空間に
なる．
λ ∈ M1(S)を任意に取り，{Xi}i∈Nを S値独立同分布な確率変数の列で，X1の分布
が λであるものとする．ここで経験測度と呼ばれる S上のランダムな確率測度を

Ln :=
1

n

n∑
k=1

δXk
∈M1(S)

により定義する．LnはM1(S)値確率変数なのでその法則はM1(M1(S))の元である．
各 f ∈ Cb(S)に対して大数の法則により n→∞のとき∫

S

fdLn =
1

n

n∑
k=1

f(Xk)→ E [f(X1)] =

∫
S

fdλ, a.s.

が成立する．距離 dM1(S)の定義により，この収束は経験測度に対する弱収束を意味する．
つまりM1(S)において n→∞のとき

Ln → λ, a.s.

が成立する．特にM1(S)値確率変数の列 {Ln}n∈Nは n→∞のとき δλに法則収束して
いる．（δλは λ ∈M1(S)に集中するDirac測度である．）これは大偏差原理を論じる典型
的な状況になっており，対応する大偏差原理は Sanovの大偏差原理と呼ばれる．
Sanovの大偏差原理を述べるために，相対エントロピーH : M1(S)

2 → [0,∞]を定
義する．µ, ν ∈ M1(S)に対して，µの νに対する相対エントロピーH(µ|ν)を次で定義
する．

H(µ|ν) :=


∫
S

dµ

dν
log

(
dµ

dν

)
dν, µが νに対して絶対連続なとき，

∞, それ以外のとき．

49本章の記述は [42, 第 5章]を参考にした．
50有界連続関数の列 {fn}n∈N ⊂ Cb(S)がM1(S)を分離するとは，µ, ν ∈M1(S)が任意の n ∈ Nに対
して ∫

S
fndµ =

∫
S
fndν を満たすならば，µ = ν となることである．
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ただし 0 log 0 := 0と定める．相対エントロピーが非負であることは命題 4.3で見る．
これで Sanovの大偏差原理を述べる準備ができた．速度関数が良いことは命題 4.6で
見る．定理 4.1の証明は第 4.2節で行う．

定理 4.1. M1(S)値確率変数の列 {Ln}n∈Nは n→∞のときに良い速度関数H(·|λ)に対
して速度 nで大偏差原理を満たす．

本論に入る前に相対エントロピーの定義についていくつかの注意を述べる．

注意 4.2. h : [0,∞) → Rを h(u) := u log u (u ≥ 0)と定義する．（先に述べたように
0 log 0 = 0である．）このとき hは [0,∞)上で連続であり，(0,∞)上で h′′ > 0なので真
に凸である．また hは [0,∞)上の最小値−e−1を u = e−1において達成する．
次に µ, ν ∈M1(S)として，µは νに絶対連続であると仮定する．ϕ := dµ/dνと書く．

ϕはほとんど確実に νに対して定義されるが，µは νに絶対連続なので，ほとんど確実
に µに対しても定義されている．また∫

S

logϕdµ,

∫
{φ>0}

logϕdµ (4.2)

はどちらも積分確定で相対エントロピーH(µ|ν)に等しい．（ただし log 0 := −∞と定義
して logは [0,∞)上の関数と見なす．）これを見るために，Sを３つの集合 {ϕ = 0}, {0 <
ϕ < 1}, {ϕ ≥ 1}に分解して，各集合上での積分をそれぞれ考える．まず，µ({ϕ = 0}) = 0

なので，積分の定義により∫
{φ=0}

logϕdµ = (−∞)× µ({ϕ = 0}) = 0 (4.3)

となる．また logϕは{0 < ϕ < 1}, {ϕ ≥ 1}上でそれぞれ定符号なので，Radon-Nikodym
の定理により ∫

{0<φ<1}
logϕdµ =

∫
{0<φ<1}

ϕ logϕdν ∈ [−e−1, 0]∫
{φ≥1}

logϕdµ =

∫
{φ≥1}

ϕ logϕdν ∈ [0,∞]

となるので，これらの和は積分確定である．また (4.3)により，(4.2)の２つの積分は一
致して ∫

{φ>0}
ϕ logϕdν =

∫
S

ϕ logϕdν = H(µ|ν)

に等しい．
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4.1 相対エントロピーの性質
Sanovの定理を示すときに必要になる，相対エントロピーの基本性質を本節で示す．本
節でも引き続き λ ∈M1(S)は任意に選び，固定しておく．
命題 4.3. 任意のµ ∈M1(S)に対してH(µ|λ) ≥ 0であり，H(µ|λ) = 0となるのはµ = λ

のときに限る．
証明. 注意 4.2で述べたように h(u) := u log uとおくと，hは凸なので Jensenの不等式
によりH(µ|λ) ≥ 0がわかる．またH(µ|λ) = 0となるのは，（hが真に凸なので）Jensen

の不等式で等号が達成されるとき，つまり λについてほとんど至る所 dµ/dλ = 1となる
ときである．よってH(µ|λ) = 0となるのは µ = λのときに限る．

いくつか記法を用意する．Mb(S)を S 上の有界 Borel可測関数全体とし，関数 p :

Mb(S)→ Rを次で定義する．

p(f) := log

∫
S

efdλ, f ∈Mb(S).

またMsgn(S)をS上の符号付き有限測度全体とし，Msgn(S)\M1(S)上ではH(·|λ) :=∞
として拡張する．51さらに関数G :Msgn(S)→ [−∞,∞]と q :Mb(S)→ [−∞,∞]に対し
て，Fenchel-Legendre変換G∗ : Mb(S) → [−∞,∞]と q∗ :Msgn(S) → [−∞,∞]をそれ
ぞれ次で定義する．

G∗(f) := sup
ν∈Msgn(S)

{∫
S

fdν −G(ν)
}
, f ∈Mb(S),

q∗(µ) := sup
f∈Mb(S)

{∫
S

fdµ− q(f)
}
, µ ∈Msgn(S).

相対エントロピーに対する変分公式として，Donsker-Varadhanの変分公式と呼ばれ
る次の公式が知られている．
定理 4.4. H(·|λ) = p∗(·)が成立する．すなわち任意の µ ∈ M1(S)に対して次が成立
する．

H(µ|λ) = sup
f∈Mb(S)

{∫
S

fdµ− log

∫
S

efdλ

}
.

証明. 本証明中では I(·) := H(·|λ)と書く．まず p = I∗を示す．そのために f ∈ Mb(S)

を固定する．νを S上の確率測度であって
dν

dλ
=

ef∫
S
efdλ

51符号付き測度については，例えば [22, 第 4.1節]を参照せよ．
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となるものとすると，I∗の定義により

I∗(f) ≥
∫
S

fdν − I(ν) =
∫
S
fefdλ∫
S
efdλ

−
∫
S

[
ef∫

S
efdλ

(
f − log

∫
S

efdλ

)]
dλ

= log

∫
S

efdλ = p(f)

が成立する．よって p(f) ≤ I∗(f)である．逆向きの不等式を見るために，ν ∈M1(S)を
I(ν) <∞となるものとする．このとき相対エントロピーの定義により，νは λに対して
絶対連続であり，Radon-Nikodym微分 dν/dλが存在する．ϕ := dν/dλと書くと，logϕ

は νについて可積分である．このとき∫
S

fdν − I(ν) =
∫
S

log
ef

ϕ
dν ≤ log

∫
S

ef

ϕ
dν

が成立する．ただし最後の不等式では Jensenの不等式を用いた. 注意 4.2に注意すると
ϕの定義により

log

∫
S

ef

ϕ
dν = log

∫
S

ef1{φ>0}dλ ≤ log

∫
S

efdλ = p(f)

を得る．よって ν ∈M1(S)について上限を取ると I∗(f) ≤ p(f)が得られたので，p(f) =
I∗(f)が示せた.

以下 ν ∈ Msgn(S)とし I(ν) ≤ p∗(ν)を示す．まず ν ∈ Msgn(S) \ M1(S)のときに
p∗(ν) = ∞となることを確かめる．まず符号付き測度 νが負の部分をもつと仮定する．
つまり，Borel集合A ⊂ Sを νのHahn分解における負集合としたとき，ν(A) < 0にな
ると仮定する．52このとき p∗の定義において f = −c1A (c > 0)とすれば

p∗(ν) ≥
∫
S

−c1Adν − log

∫
S

e−c1Adλ ≥ −cν(A)

が成立する．よって c ↗∞とすることにより p∗(ν) = ∞がわかる．次に νが正の測度
である場合は，p∗の定義において f = c (c ∈ R)とすれば

p∗(ν) ≥
∫
S

cdν − log

∫
S

ecdλ = c(ν(S)− 1)

が得られる．よって ν(S) 6= 1のときも p∗(ν) =∞である．本段落の最後に ν ∈ M1(S)

が λに対して絶対連続でない場合にも p∗(ν) = ∞となることを確かめる．このとき S

の可測部分集合 Aで λ(A) = 0, ν(A) > 0となるものが存在する．p∗ の定義において
f = c1A (c > 0)とすれば

p∗(ν) ≥
∫
S

c1Adν − log

∫
S

ec1Adλ = cν(A)

52つまり任意の Borel集合 B ⊂ S に対して，ν(A ∩ B) ≤ 0かつ ν(Ac ∩ B) ≥ 0が成立する．Hahn分
解については，例えば [22, 第 4.2節]を参照せよ．
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が得られる．よって p∗(ν) =∞が得られる.

本段落で ν ∈ M1(S)が λに対して絶対連続であるときに I(ν) ≤ p∗(ν)を示す．ϕを
Radon-Nikodym微分 dν/dλとし，0 < a < 1 < bに対して ϕba := a ∨ (ϕ ∧ b)とおく．p∗
の定義で f = logϕbaとおき，ϕba ≤ a ∨ ϕを用いれば

p∗(ν) ≥
∫
S

logϕbadν − log

∫
S

eφ
b
adλ ≥

∫
S

logϕbadν − log

∫
S

a ∨ ϕdλ

が得られる．a > 0を固定すれば ϕbaは下から一様に有界なので，b → ∞とするとき単
調収束定理が使えて

p∗(ν) ≥
∫
S

log(a ∨ ϕ)dν − log

∫
S

a ∨ ϕdλ

≥
∫
S

logϕdν − log

∫
S

a ∨ ϕdλ

= I(ν)− log

∫
S

a ∨ ϕdλ

が得られる．0 ≤ a ∨ ϕ ≤ ϕ + 1なので Lebesgueの優収束定理により a ↘ 0とすれば
log
∫
S
a ∨ ϕdλ→ log

∫
S
ϕdν = 0となり，I(ν) ≤ p∗(ν)が示された.

これまで I ≤ p∗ = I∗∗を示した．I = p∗を得るには I∗∗ ≤ I を示せばよい．任意の
µ ∈M1(S)と f ∈Mb(S)に対して

I∗(f) ≥
∫
S

fdµ− I(ν)

が成立するので，

I∗∗(µ) = sup
f∈Mb(S)

{∫
S

fdµ− I∗(f)
}
≤ I(ν)

となり I∗∗ ≤ Iも得られた．以上により I = p∗が示された.

単調族定理を用いた議論により，定理 4.4における上限を取る範囲をCb(S)に替える
ことができる．その形の変分公式も大偏差原理の理論において頻出するので，定理とし
て述べておく．
定理 4.5. 任意の µ ∈M1(S)に対して次が成立する．

H(µ|λ) = sup
f∈Cb(S)

{∫
S

fdµ− log

∫
S

efdλ

}
.

証明. 右辺を αとおく，つまり

α := sup
f∈Cb(S)

{∫
S

fdµ− log

∫
S

efdλ

}
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である．Mb(S)の部分集合Nαを

Nα :=

{
f ∈Mb(S)

∣∣∣∣ ∫
S

fdµ− log

∫
S

efdλ ≤ α

}
と定めると，Nα =Mb(S)を示せば定理の証明が終わる．まずLebesgueの収束定理によ
り次の条件が成立することに注意する．

(♣) {fn}n∈N ⊂ Nαを一様有界な関数列かつ n → ∞のときに f ∈ Mb(S)に各点で収束
すれば，f ∈ Nαである．

条件 (♣)により，単関数の線型結合がNαの元であることを示せば，Nα = Mb(S)が示
される．以下単関数の線型結合がNαの元であることを示す．
任意の f ∈ Cb(S)に対して g + f ∈ Nαとなる，g ∈ Mb(S)を任意に選び固定する．

Cb(S) ⊂ Nαなので，定数関数 g ≡ 0は条件を満たす．SのBorel集合族B(S)の部分集
合を次で定義する．

Cg := {A ∈ B(S) |任意の a ∈ R, f ∈ Cb(S)に対して g + a1A + f ∈ Nα}.

{An}n∈N ⊂ Cg を単調な集合列とすると，任意の a ∈ R, f ∈ Cb(S), n ∈ Nに対して
g + a1An + f ∈ Nαなので，条件 (♣)により g + a1∪n∈NAn + f ∈ Nαである．よって Cg

は単調族である．次に有限加法族A を

A := {A ∈ B(S) |ある一様有界な {fn}n∈N ⊂ Cb(S)に対して各点で 1A = lim
n→∞

fn}

とおくと，再び条件 (♣)によりA ⊂ Cgがわかる．さらに，C ⊂ Sを閉集合とすると，

1C(x) = lim
n→∞

1

1 + ndS(x,C)
, x ∈ S

となるので，C ∈ A である．ただし，dSは Sの位相を誘導する距離である．よって単
調族定理により Cg = B(S)を得る．
gを定数関数 0と取ると C0 = B(S)となるので，任意の a ∈ R, A ∈ B(S), f ∈ Cb(S)

に対して a1A + f ∈ Nαであることがわかる．次に g = a1Aとして再び Cg = B(S)を
用いれば，任意の a, b ∈ R, A,B ∈ B(S), f ∈ Cb(S)に対して a1A + b1B + f ∈ Nαを得
る．これを繰り返すことにより，単関数の線型結合はNαの元であることが示されるの
で，定理の証明が終わる．

任意の f ∈ Cb(S)に対して，µ 7→
∫
S
fdµ− log

∫
S
fdλは連続かつ凸である．よって補

題 1.12と定理 4.5により，H(·|λ)は下半連続かつ凸である．さらに，相対エントロピー
は良い速度関数であることを次の命題で示す．
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命題 4.6. H(·|λ) :M1(S)→ [0,∞]は良い速度関数である．すなわち，任意のA ∈ [0,∞)

に対して {µ ∈M1(S) | H(µ|λ) ≤ A}はコンパクト集合である．

証明. A ≥ 0を固定する．H(·|γ)は下半連続なので，{µ ∈ M1(S) | H(µ|λ) ≤ A}は閉
集合である．よってこの集合がコンパクト集合であることを示すには，緊密であること
を示せばよい．そのために，確率測度 µ ∈M1(S)はH(µ|λ) ≤ Aを満たすとする．定理
4.4により任意の有界可測関数 f : S → Rに対して∫

S

fdµ− log

∫
S

efdλ ≤ H(µ|λ) ≤ A

が成立するので， ∫
S

fdµ ≤ A+ log

∫
S

efdλ (4.4)

を得る．ε > 0を任意に固定して，コンパクト集合Kε ⊂ Sを λ(Kc
ε) ≤ εが成立するよう

に選んでおく．(4.4)において f = log(1 + 1/ε)1Kc
ε
とすると

µn(K
c
ε) ≤

1

log(1 + 1/ε)

(
A+ log

[
λ(Kε) +

(
1 +

1

ε

)
λ(Kc

ε)

])
≤ 1

log(1 + 1/ε)
(A+ log 2)

を得る．ε↘ 0とすれば，{µ ∈M1(S) | H(µ|λ) ≤ A}が緊密であることがわかる．

4.2 Sanovの定理の証明
本節において定理 4.1を証明する．証明中では I(·) := H(·|λ)と書くことにし，Sの部
分集合は roman体，M1(S)の部分集合は筆記体により表すことにする．また本節では
積分 ∫

S
fdLnを 〈Ln, f〉と書く．

定理 4.1の上からの評価の証明. まずコンパクト集合に対する上からの評価を示す．C ⊂
M1(S)をコンパクト集合とし，α < infµ∈C I(µ)を固定する．定理 4.4により任意のµ ∈ C
に対して ∫

S

fµdµ− log

∫
S

efµdλ > α

を満たす fµ ∈ Cb(S)が存在する．また

O(µ, δ) =
{
ν ∈M1(S)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫
S

fµν −
∫
S

fµµ

∣∣∣∣ < δ

}
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とおくと，弱位相の定義によりO(µ, δ)はµの開近傍である．Cはコンパクトなので Cの
開被覆 {O(µ, δ)}µ∈Cから有限開被覆 {O(µ1, δ), . . . ,O(µN , δ)}が取れる．
一方，任意の µ ∈M1(S)に対して

P (Ln ∈ O(µ, δ)) = E
[
1{Ln∈O(µ,δ)} exp {n〈Ln, fµ〉 − n〈Ln, fµ〉}

]
≤ exp

{
−n
(∫

S

fµdµ− δ
)}

E [exp {n〈Ln, fµ〉}]

が成立する．また任意の f ∈ Cb(S)に対して

E [exp {n〈Ln, fµ〉}] = E

[
exp

{
n∑
k=1

f(Xk)

}]
=

(∫
S

efdλ

)n
= exp

{
n log

∫
S

efdλ

}
が成立する．これらを用いれば

P (Ln ∈ C) ≤
N∑
i=1

P (Ln ∈ O(µi, δ))

≤
N∑
i=1

exp

{
−n
(∫

S

fµidµi − log

(∫
S

efµidλ

)
− δ
)}

≤ Ne−n(α−δ)

が成立する．よって順番に n→∞, δ ↘ 0, α↗ infµ∈C I(µ)とすれば，

lim
n→∞

1

n
logP (Ln ∈ C) ≤ − inf

µ∈C
I(µ)

となり，Cがコンパクト集合の場合に大偏差原理の上からの評価が得られる．
上からの評価を閉集合に拡張するために {Ln}n∈Nの指数的緊密性を示す．各 r ∈ Nに
対してコンパクト集合Ar ⊂ Sを λ(Acr) ≤ e−2r2となるように取る．ここでM1(S)の部
分集合をAr = {ν ∈M1(S) | ν(Ar) ≥ 1− 1/r}とおくと，ArはM1(S)において閉集合
である．一方，{Ln ∈ Acr} = {Ln(Acr) > 1/r} = {

∑n
k=1 1{Xk∈Ac

r} > n/r}であるから，

P (Ln ∈ Acr) = P
(
Ln(A

c
r) >

1

r

)
= P

(
n∑
k=1

1{Xk∈Ac
r} >

n

r

)

≤ e−2nrE

[
exp

{
2r2

n∑
k=1

1{Xk∈Ac
r}

}]
= e−2nr

(
e2r

2P (X1 ∈ Acr) + P (X1 ∈ Ar)
)n
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≤ e−2nr2n ≤ e−nr

を得る．ただし，３行目ではChebyshevの不等式を，４行目では {Xk}k∈Nの独立同分布
性を，５行目では P (X1 ∈ Acr) = λ(Acr) ≤ e−2r2 をそれぞれ用いた．ここで各R ∈ Nに
対してKR := ∩r≥RArとおくと，KRはM1(S)において緊密かつ閉なので，コンパクト
である．

P (Ln ∈ KcR) ≤
∑
r≥R

P (Ln ∈ Acr) ≤
∑
r≥R

e−nr ≤ 2e−nR

となり {Ln}n∈Nの指数的緊密性が示されたので，一般の閉集合に対する大偏差原理の上
からの評価が得られた．
定理 4.1の下からの評価の証明. O ⊂ M1(S)を任意の開集合とする．下からの評価を
示すためには，I(µ) <∞となる任意の µ ∈ Oに対して

lim
n→∞

1

n
logP (Ln ∈ O) ≥ −I(µ) (4.5)

を示せば十分である．そのために I(µ) <∞なる µ ∈ Oを固定しておく．
I(µ) < ∞なので µは λに対して絶対連続である．その Radon-Nikodym微分を ϕ =

dµ/dλと書くことにする．(Ω,F ,P)を確率変数 {Xi}i∈Nが定義されている確率空間とす
る．(Ω,F)上の確率測度 Pµ,nを，Pに対して絶対連続であってそのRadon-Nikodym微
分が

dPµ,n
dP

=
n∏
k=1

ϕ(Xk)

で与えられるものとする．（ϕは λについてほとんど確実にしか定義されないが，XkのP
の下での分布が λなので右辺は問題なく定義される．）この dPµ,n/dPをΦnと書く．Pµ,n
に関する期待値は Eµ,nで書くことにする．
Pµ,nの下で S 値確率変数の列 {Xk}nk=1は独立同分布であり，X1の分布は µである．
よって確率変数の列 {Ln}n∈Nに対する大数の弱法則により

lim
n→∞

Pµ,n (Ln ∈ O) = 1 (4.6)

が成立する．特に nが十分大きいとき Pµ,n (Ln ∈ O) > 0となる．また ϕの定義と Pµ,n
の下でXkの分布が µであることから，Pµ,n(Φn > 0) = 1である．よって

1

n
logP (Ln ∈ O) ≥

1

n
logE

[
1{Ln∈O}1{Φn>0}

]
=

1

n
Eµ,n

[
1{Ln∈O}Φ

−1
n

]
=

1

n
log

[
Eµ,n

[
1{Ln∈O}Φ

−1
n

]
Pµ,n (Ln ∈ O)

]
+

1

n
logPµ,n (Ln ∈ O)
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と評価できる．よって Jensenの不等式により

1

n
logP (Ln ∈ O) ≥ −

Eµ,n
[
1{Ln∈O} log Φn

]
nPµ,n (Ln ∈ O)

+
1

n
logPµ,n (Ln ∈ O) (4.7)

を得る．（log Φnの扱いについては注意 4.2と同様である．）
(4.7)の右辺の項をそれぞれ考える．まず

Eµ,n
[
1{Ln∈O} log Φn

]
= Eµ,n [log Φn]− Eµ,n

[
1{Ln∈Oc} log Φn

]
= E [Φn log Φn]− E

[
1{Ln∈Oc}Φn log Φn

]
である．また相対エントロピーの定義により E [Φn log Φn] = nH(µ|λ) = nI(µ)である．
一方，任意の u ≥ 0に対して u log u ≥ −1/eであることを用いることにより，(4.7)の右
辺は

1

n
logP (Ln ∈ O) ≥

−1
Pµ,n (Ln ∈ O)

{
I(µ) +

1

ne

}
+

1

n
logPµ,n (Ln ∈ O)

と評価される．(4.6)により (4.5)が示されるので，大偏差原理の下からの評価の証明が
終了する．
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5 弱収束法によるCramérの定理とSanovの定理の証明
本章では弱収束法を用いてCramérの定理と Sanovの定理を示す．53Sを可分完備距離
空間とし，Cb(S)を S上の実数値有界連続関数全体，M1(S)を S上のBorel確率測度全
体とする．第 4章で見たように，Sは可分なので有界連続関数の列 {fn}n∈N ⊂ Cb(S)で
M1(S)を分離するものが存在する．M1(S)上の距離を

dM1(S)(µ, ν) :=
∞∑
n=1

1

2n

{
1 ∧

∣∣∣∣∫
S

fn dµ−
∫
S

fn dν

∣∣∣∣} , µ, ν ∈M1(S)

により定義すると，dM1(S)は弱収束の位相を誘導して，M1(S)は可分完備距離空間に
なる．
{Xi}i∈Nを独立同分布な S値確率変数の列とし，X1の分布を λ ∈ M1(S)とする．ま
た Lnを経験測度とする．54

Ln :=
1

n

n∑
i=1

δXi
.

次に相対エントロピーの定義を思い出す．µ, ν ∈M1(S)に対して，µの νに関する相対
エントロピーH(µ|ν)は次で定義される．

H(µ|ν) :=


∫
S

dµ

dν
log

(
dµ

dν

)
dν, µが νに対して絶対連続なとき，

∞, それ以外のとき．
命題 4.6で示したようにH(·|λ)は良い速度関数である．
次の定理（Sanovの大偏差原理）は第 4章で示したが，本章では弱収束法による別証
明を与える．
定理 5.1. M1(S)値確率変数の列 {Ln}n∈Nは n→∞のときに良い速度関数H(·|λ)に対
して速度 nで大偏差原理を満たす．

次に Cramérの大偏差原理を述べる．記号の濫用であるが，本章において Cramérの
定理に関する命題を考えるときには S = Rdとして同じ記号を用いることにする．つま
り，{Xi}i∈Nは独立同分布なRd値確率変数の列であって，X1の分布を λ ∈ M1(Rd)と
書く．本章においても第 2章の冒頭で導入した条件 (FEM)を仮定する．各 n ∈ Nに対
してZnを経験平均とする．

Zn =
1

n

n∑
i=1

Xi.

定理 5.1の証明と同様に，本章では次のCramérの定理も弱収束法により証明する．
53本章の記述は [29, 第 3.1節]と [34, 第 C章]を参考にした．
54第 4章では経験測度を Ln と書いたが，本章では記法の都合上 Ln と書く．

114



定理 5.2. 条件 (FEM)を仮定する．このとき，Rd値確率変数の列 {Zn}n∈Nは n → ∞
のときに良い速度関数

I(x) := inf

{
H(µ|λ)

∣∣∣∣ µ ∈M1(Rd),

∫
Rd

|y|µ(dy) <∞,
∫
Rd

yµ(dy) = x

}
, x ∈ Rd

に対して速度 nで大偏差原理を満たす．
注意 5.3. 速度関数の一意性（命題1.18）により，I(x)は積率母関数Λ(θ) := logE

[
e⟨θ,X1⟩

]
(θ ∈

Rd)の Fenchel-Legendre変換
Λ∗(x) := sup

θ∈Rd

{〈θ, x〉 − Λ(θ)}, x ∈ Rd

に一致することが分かる．しかしながら速度関数の一意性を用いずとも，仮定 (SLG)

の下では以下で見るように直接示すことができる．そのために任意の x ∈ Rd に対し
て I(x) = Λ∗(x)を示す．定理 2.1の証明中に示したように，仮定 (SLG)の下ではある
θx ∈ Rdが存在して

Λ∗(x) = 〈θx, x〉 − Λ(θx)

が成立することに注意する．
まず I(x) ≤ Λ∗(x)を示す．Rd上の確率測度 µ∗を，λに対して絶対連続でそのRadon-

Nikodym微分が
dµ∗

dλ
(y) =

e⟨θx,y⟩

E [e⟨θx,X1⟩]
, y ∈ Rd

であるものとする．仮定 (FEM)により右辺の期待値は有限なのでµ∗は確かに確率測度
である．このとき ∫

Rd

yµ∗(dy) = x, H(µ∗|λ) = 〈θx, x〉 − Λ(θx)

が成立することがわかる．実際，１つ目の式は定理 2.1の証明中に示しており，２つ目の
式は１つ目の式と相対エントロピーの定義により簡単に示される．よって I(x) ≤ Λ∗(x)

である．
次に逆向きの不等式 I(x) ≥ Λ∗(x)を示す．I(x) =∞のときは自明に I(x) ≥ Λ∗(x)が
成立するので，I(x) <∞のときに示す．Rd上のBorel確率測度 µであって∫

Rd

|y|µ(dy) <∞,
∫
Rd

yµ(dy) = x (5.1)

を満たすものを任意に固定する．n ∈ Nと θ ∈ Rdに対して fn(y) := [〈θ, y〉 ∨ (−n)] ∧ n
とおくと，fnは有界連続なので定理 4.5により

H(µ|λ) ≥
∫
Rd

fn dµ− log

∫
Rd

efn dλ
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が成立する．仮定 (FEM)と (5.1)およびLebesgueの収束定理により，n→∞とすれば
H(µ|λ) ≥ 〈θ, x〉 − Λ(θ)

を得る．θ ∈ Rdについて上限を取ることによりH(µ|λ) ≥ Λ∗(x)が成立する．µの任意
性により I(x) ≥ Λ∗(x)を得る．以上で本注意を終わる．

本章の主題に入る前に，弱収束する確率変数の列に対する Fatouの補題を示す．これ
は通常のFatouの補題と Skorokhodの表現定理から直ちに従うが，弱収束法による大偏
差原理の証明では有用であるため補題として述べる．そのために Skorokhodの表現定理
を思い出す．55Sを可分完備距離空間とし，S値確率変数の列 {Xn}n∈N∪{∞}で {Xn}n∈Nが
n→∞のときX∞に弱収束すると仮定する．（これらの確率変数は同一の確率空間上に
定義されている必要はない．）このとき，ある確率空間 (Ω̂, F̂ , P̂)とこの上で定義された
S値確率変数の列 {X̂n}n∈N∪{∞}が存在して，次を満たす．
(i) 任意の n ∈ N ∪ {∞}に対してXnと X̂nは同分布である．
(ii) S値確率変数の列 {X̂n}n∈Nは n→∞のとき X̂∞に概収束する．

P̂に対する期待値は Ê [·]で表すことにする．弱収束する確率変数の列に対する Fatouの
補題とは次の主張である．
補題 5.4. Sを可分完備距離空間として，f : S → [0,∞)を下半連続とする．S値確率変
数の列 {Xn}n∈N∪{∞}で，{Xn}n∈Nが n→∞のときX∞に弱収束すると仮定する．この
とき次が成立する．

E [f(X∞)] ≤ lim
n→∞

E [f(Xn)]

証明. 確率空間 (Ω̂, F̂ , P̂)と S値確率変数 {X̂n}n∈N∪{∞}を Skorokhodの表現定理で与え
られるものとする．(i)により任意の n ∈ N∪ {∞}に対してE [f(Xn)] = Ê

[
f(X̂n)

]
が成

立するので，
Ê
[
f(X̂∞)

]
≤ lim

n→∞
Ê
[
f(X̂n)

]
を示せば十分である．(ii)と f の下半連続性により確率 1で

f(X̂∞) = f( lim
n→∞

X̂n) ≤ lim
n→∞

f(X̂n)

が成立する．よって通常の Fatouの補題により

Ê
[
lim
n→∞

f(X̂n)

]
≤ lim

n→∞
Ê
[
f(X̂n)

]
を得るので，証明が終わる．

55Skorokhodの表現定理の証明は [23, P. 163, 定理 1.7]を参照せよ．
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注意 5.5. Sは可分完備距離空間であればよいので，弱収束するM1(S)値確率変数の列
に対して，補題 5.4が適用できる．

5.1 弱収束法による証明の概説
本節では弱収束法による定理 5.1（Sanovの定理）の証明を概説する．弱収束法による
証明では，大偏差原理と同値な命題であるLaplace原理を示す．Laplace原理を示す上で
は，指数型の積率に対する変分公式と，相対エントロピーに対する連鎖律の公式が基本
的な役割を果たす．本節ではこれらについて述べた後，定理 5.1の証明を概説する．実
際の証明は第 5.4節において行い，定理 5.2（Cramérの定理）の証明は第 5.5節におい
て行う．
まず指数型の積率に対する変分公式を述べる．
補題 5.6. Sを可分完備距離空間とし，θ ∈ M1(S)とする．任意の有界 Borel可測関数
f : S → Rに対して次が成立する．

− log

(∫
S

e−fdθ

)
= inf

µ∈M1(S)

[∫
S

f dµ+H(µ|θ)
]
.

証明. f は有界なので右辺の下限において µ = θと取ることにより，右辺の下限は有限
であることがわかる. よって右辺の下限ではH(µ|θ) < ∞となる µ ∈ M1(S) のみを考
えればよい．H(µ|θ) <∞となる µ ∈M1(S)を固定する．このとき µは θに対して絶対
連続である．また µ∗ ∈M1(S)を θについて絶対連続で，そのRadon-Nikodym微分が

dµ∗

dθ
=

e−f∫
S
e−fdθ

∈ (0,∞)

で与えられるものとする．f は有界なので θは µ∗に対して絶対連続である．よって µは
µ∗に対して絶対連続であり

log
dµ

dθ
= log

dµ

dµ∗ + log
dµ∗

dθ

が成立する．この等式により∫
S

f dµ+H(µ|θ) =
∫
S

f dµ+

∫
S

log

(
dµ

dθ

)
dµ

=

∫
S

f dµ+

∫
S

log

(
dµ

dµ∗

)
dµ+

∫
S

log

(
dµ∗

dθ

)
dµ

= − log

∫
S

e−fdθ +H(µ|µ∗)

が成立する．命題 4.3によりH(µ|µ∗) ≥ 0であり，等号が成立するのは µ = µ∗のときな
ので補題は示された．
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次の公式は相対エントロピーに対する連鎖律として知られている．また正則条件付き
確率については命題B.1を参照せよ．

補題 5.7. S1と S2を可分完備距離空間とする．µ2, θ2を S1 × S2上の Borel確率測度と
し，µ2

1と θ21をそれぞれ µ2と θ2の S1への周辺分布（第１成分への標準射影が誘導する
法則）とする．また µと θの第１成分への射影を与えたときの正則条件付き確率をそれ
ぞれ

{µ2
2|1(x1, A2) | x1 ∈ S1, A2 ∈ B(S2)}, {θ22|1(x1, A2) | x1 ∈ S1, A2 ∈ B(S2)}

とおく．56このとき次が成立する．57

H(µ2|θ2) = H(µ2
1|θ21) +

∫
S1

H(µ2
2|1|θ22|1)dµ2

1. (5.2)

注意 5.8. (5.2)の右辺が正則条件付き確率の取り方によらないこと，すなわち

{µ̃2
2|1(x1, A2) | x1 ∈ S1, A2 ∈ B(S2)}, {θ̃22|1(x1, A2) | x1 ∈ S1, A2 ∈ B(S2)}

もそれぞれ µと θの第１成分への射影を与えたときの正則条件付き確率とすると，

H(µ2
1|θ21) +

∫
S1

H(µ2
2|1|θ22|1)dµ2

1 = H(µ2
1|θ21) +

∫
S1

H(µ̃2
2|1|θ̃22|1)dµ2

1 (5.3)

が成立することを確認する．
H(µ2

1|θ21) =∞のときは明らかに (5.3)の両辺ともに∞である．次にH(µ2
1|θ21) <∞と

する．このとき µ2
1は θ21に対して絶対連続であり，正則条件付き確率の一意性により

θ21

(
x1 ∈ S1

∣∣∣ θ22|1(x1, ·) 6= θ̃22|1(x1, ·)
)
= 0

が成立するので，

µ2
1

(
x1 ∈ S1

∣∣∣ θ22|1(x1, ·) 6= θ̃22|1(x1, ·)
)
= 0

56正確には正則条件付き確率は

{µ2
2|1(x1, {x1} ×A2) | x1 ∈ S1, {x1} ×A2 ∈ B({x1} × S2)}

と書くべきだが，{x1} × S2 と S2 は同相（特に可測空間として同型）なので，{x1} × S2 上の測度を S2

上の測度と見なしている．
57(5.2)の右辺の積分は ∫

S1

H(µ2
2|1(x1, ·)|θ22|1(x1, ·))µ2

1(dx1)

の意味である．
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を得る．再び正則条件付き確率の一意性により

µ2
1

(
x1 ∈ S1

∣∣ µ2
2|1(x1, ·) 6= µ̃2

2|1(x1, ·)
)
= 0

が成立するので，(5.3)を得る．よって (5.2)の右辺は正則条件付き確率の取り方によら
ない．

補題 5.7の証明. まず (5.2)の左辺が有限のときに示す．相対エントロピーの定義により
µ2は θ2に対して絶対連続である．このとき µ2

1は θ21に対して絶対連続である．Radon-

Nikodym微分をそれぞれ

ϕ :=
dµ2

dθ2
, ψ :=

dµ2
1

dθ21

と書く．ただしここでは各点で有限な修正を一つ選び固定する．Radon-Nikodym微分
と正則条件付き確率の定義により，任意のA1 ∈ B(S1)とA2 ∈ B(S2)に対して∫

A1

µ2
2|1(x1, A2)ψ(x1)θ

2
1(dx1) =

∫
A1

µ2
2|1(x1, A2)µ

2
1(dx1)

= µ2(A1 × A2)

=

∫
A1×A2

ϕ(x1, x2)θ
2(dx1dx2)

=

∫
A1

(∫
A2

ϕ(x1, x2)θ
2
2|1(x1, dx2)

)
θ21(dx1)

が成立する．よって任意のA2 ∈ B(S2)に対して，ある θ21零集合 Γ1(A2) ∈ B(S1)が存在
して任意の x1 ∈ Γ1(A2)

cに対して

µ2
2|1(x1, A2)ψ(x1) =

∫
A2

ϕ(x1, x2)θ
2
2|1(x1, dx2) (5.4)

が成立する．
実はある θ21零集合 Γ1 ∈ B(S1)が存在して，任意の x1 ∈ Γ1(A2)

cと任意のA2 ∈ B(S2)

に対して (5.4)が成立することを次に示す．S2は可分な距離空間なので，可算開基 U =

{Ui}i∈Nかつ π系になるものが存在する．実際，V = {Vi}i∈Nを S2の可算開基とすると{
m⋂
k=1

Vik

∣∣∣∣∣ m ∈ N, i1, . . . , im ∈ N

}

は S2の可算開基かつ π系である．まずA2 = S2として，θ21零集合 Γ1(S2) ∈ B(S1)で任
意の x1 ∈ Γ1(S2)

cに対して (5.4)が成立するものを取る．次にA2 = Ui (i ∈ N)として，
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θ21 零集合 Γ1(Ui) ∈ B(S1)で任意の x1 ∈ Γ1(UI)
cに対して (5.4)が成立するものを取り，

Γ1 ∈ B(S1)を

Γ1 := Γ1(S1) ∪

(⋃
i∈N

Γ1(Ui)

)

と定義する．このとき Γ1は θ21零集合であり，π-λ定理（Dynkin族定理）により任意の
x1 ∈ Γc1と任意のA2 ∈ B(S2)に対して (5.4)が成立する．
特に任意の x1 ∈ Γc1 ∩ {ψ > 0}に対して µ2

2|1(x1, ·)は θ22|1(x1, ·)に対して絶対連続であ
り，θ22|1(x1, ·)についてほとんど全ての x2 ∈ S2に対して

ζ(x1, x2) :=
dµ2

2|1(x1, ·)
dθ22|1(x1, ·)

(x2) =
ϕ(x1, x2)

ψ(x1)

が成立する．µ2
2|1(x1, ·)は θ22|1(x1, ·)に対して絶対連続なので，上式は µ2

2|1(x1, ·)について
ほとんど全てのx2 ∈ S2に対しても成立する．つまりx1 ∈ Γc1∩{ψ > 0}ならば，µ2

2|1(x1, ·)
についてほとんど至る所ϕ = ψζが成立する．一方µ2

1は θ21に対して絶対連続なので，Γ1

は µ2
1零集合である．さらに明らかに {ψ = 0}も µ2

1零集合なので，µ2
1(Γ

c
1 ∩{ψ > 0}) = 1

である．以上により

H(µ2|θ2) =
∫
S1×S2

logϕ dµ2

=

∫
S1

(∫
S2

logϕ(x1, x2)µ
2
2|1(x1, dx2)

)
µ2
1(dx1)

=

∫
Γc
1∩{ψ>0}

(∫
S2

log (ψ(x1)ζ(x1, x2))µ
2
2|1(x1, dx2)

)
µ2
1(dx1)

=

∫
Γc
1∩{ψ>0}

logψ dµ2
1 +

∫
Γc
1∩{ψ>0}

(∫
S2

log ζ(x1, x2)µ
2
2|1(x1, dx2)

)
µ2
1(dx1)

= H(µ2
1|θ21) +

∫
S1

H(µ2
2|1|θ22|1)dµ2

1

を得る．
次に (5.2)の右辺が有限のときに示す．このとき µ2

1は θ21に対して絶対連続なので，そ
のRadon-Nikodym微分を ψと書く．またある µ2

1零集合 Γ1 ∈ B(S1)が存在して，任意
の x1 ∈ Γc1に対してH(µ2

2|1(x1, ·)|θ22|1(x1, ·))は有限である．特に任意の x1 ∈ Γc1に対して
µ2
2|1(x1, ·) は θ22|1(x1, ·)に対して絶対連続である．x1 ∈ Γ1に対して µ2

2|1(x1, ·)を定義し直
すことにより，任意の x1 ∈ S1に対して µ2

2|1(x1, ·)は θ22|1(x1, ·)に対して絶対連続になる．
ここであるBorel可測関数 ζ : S1 × S2 → [0,∞)が存在して

θ2|1

(
x1,

{
x2 ∈ S2

∣∣∣∣∣ ζ(x1, x2) = dµ2
2|1(x1, ·)

dθ22|1(x1, ·)
(x2)

})
= 1, x1 ∈ S1 (5.5)
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が成立することを次に示す．
証明の前半で取った様に，可算開基 U = {Ui}i∈Nかつ π系になるものを一つ選ぶ．各

n ∈ Nに対して，U1, . . . , Unにより生成される S2上の σ加法族を Gnと書く．また i ∈ N
に対して U1

i = Uiと U2
i = U c

i とおき，S2の有限分割Pnを

Pn :=

{
n⋂
i=1

U si
i

∣∣∣∣∣ si ∈ {1, 2}, i = 1, . . . , n

}

と定義する．このとき明らかに Pn+1は Pnの細分であり，σ(Pn) = Gnが成立する．こ
こで n ∈ Nに対して

ζn(x1, x2) :=
∑
A∈Pn

dµ2
2|1(x1, A)

dθ22|1(x1, A)
1A(x2), (x1, x2) ∈ S1 × S2

と定義する．ただし 0/0 := 0とする．このとき

ζ(x1, x2) :=

{
limn→∞ ζn(x1, x2), 右辺が収束するとき
0, それ以外のとき

と定義すると，これが所望の関数になることを以下示す．
ζ は明らかに Borel可測かつ非負値なので，(5.5)が成立することを示せばよい．各

x1 ∈ S1に対して，{ζn(x1, ·)}n∈Nを確率空間 (S2,B(S2), θ
2
2|1(x1, ·))上で定義されたR値

確率過程と見なすと，簡単な計算により {ζn(x1, ·)}n∈Nが情報系 {Gn}n∈Nについて非負値
マルチンゲールであることがわかる．58さらに {ζn(x1, ·)}n∈Nは一様可積分である．一様可
積分性を示す前にまず「任意の ε > 0に対してある δ = δx1 > 0が存在して，A ∈ B(S2)

が θ22|1(x1, A) ≤ δ を満たすならば µ2
2|1(x1, A) ≤ ε」となることを示す．これが成立し

ないとすると，ある ε > 0が存在して，任意の n ∈ Nに対して θ22|1(x1, An) ≤ n−2 か
つ µ2

2|1(x1, An) ≥ εを満たす An ∈ B(S2)が存在する．Aを {An}n∈Nの上極限集合とす
る．Fatouの補題を関数列 {1Ac

n
}n∈Nに適用することにより µ2

2|1(x1, A) ≥ εを得る．一方∑∞
n=1 θ

2
2|1(x1, An) < ∞なので，Borel-Cantelliの補題により θ22|1(x1, A) = 0を得る．こ

れは µ2
2|1(x1, ·)が θ22|1(x1, ·)に対して絶対連続ということに矛盾する．よって鉤括弧内の

主張が成立する．
{ζn(x1, ·)}n∈Nの一様可積分性を示すために，任意に ε > 0を取り鉤括弧内で与えられ
る δ > 0を取る．このときM = δ−1とおくとChebyshevの不等式により

θ22|1 (x1, {x2 ∈ S2 | ζn(x1, x2) ≥M}) ≤ 1

M

∫
S2

ζn(x1, x2)θ
2
2|1(x1, dx2) = δ

58「情報系」は “filtration”の訳である．
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が成立するので∫
{x2∈S2|ζn(x1,x2)≥M}

ζn(x1, x2)θ
2
2|1(x1, dx2) = µ2

2|1 (x1, {x2 ∈ S2 | ζn(x1, x2) ≥M}) ≤ ε

を得る．よって {ζn(x1, ·)}n∈Nは一様可積分性である．
{ζn(x1, ·)}n∈Nは一様可積分な非負値マルチンゲールなので，マルチンゲール収束定理
によりn→∞のとき {ζn(x1, ·)}n∈Nは ζ(x1, ·)にL1かつ概収束するので，59任意のm ∈ N
とB ∈ Pmに対して∫

B

ζ(x1, x2)θ
2
2|1(x1, dx2) = lim

n→∞

∫
B

ζn(x1, x2)θ
2
2|1(x1, dx2)

= µ2
2|1(x1, B)

=

∫
B

dµ2
2|1(x1, ·)

dθ22|1(x1, ·)
(x2)θ

2
2|1(x1, dx2)

を得る．∪m∈NPmは π系なので，π-λ定理（Dynkin族定理）により，この式は任意の
B ∈ B(S2)に対して成立する．これで (5.5)が示された．
Radon-Nikodym微分の定義と正則条件付き確率の定義により，任意のA1 ∈ B(S1)と

A2 ∈ B(S2)に対して

µ2(A1 × A2) =

∫
A1

µ2
2|1(x1, A2)µ

2
1(dx1)

=

∫
A1

(∫
A2

ζ(x1, x2)θ2|1(x1, dx2)

)
ψ(x1)θ

2
1(dx1)

=

∫
A1×A2

ζ(x1, x2)ψ(x1)θ
2(dx1dx2)

が成立する．ただし，２つ目の等号で (5.5)を用いた．よって µ2は θ2に対して絶対連続
であり，θ2についてほとんど全ての (x1, x2) ∈ S1 × S2に対して

dµ2

dθ2
(x1, x2) = ψ(x1)ζ(x1, x2)

が成立する．µ2はθ2に対して絶対連続なので，上式はθ2についてほとんど全ての (x1, x2) ∈
S1 × S2に対しても成立する．以上により

H(µ2
1|θ21) +

∫
S1

H(µ2
2|1|θ22|1)dµ2

1

59マルチンゲール収束定理については，[1, 定理 5-52]，[15, 定理 8.3.8]，[20, 定理 4.6.4]などを参照せ
よ．
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=

∫
S1

logψdµ2
1 +

∫
S1

(∫
S2

log ζ(x1, x2)µ
1
2|1(x1, dx2)

)
µ2
1(dx1)

=

∫
S1×S2

logψdµ2 +

∫
S1×S2

log ζ(x1, x2)µ
2(dx1dx2)

=

∫
S1×S2

log (ψ(x1)ζ(x1, x2))µ
2(dx1dx2)

= H(µ2|θ2)

を得る．これで補題の証明が終了する．

次に補題 5.6の下限の中身は，ある確率変数の期待値として書けることについて説明
する．µ2 ∈M1(S

2)を任意に固定する．60以下では確率測度 µ2の下での標準射影を

X̄2
1 (x1, x2) := x1, X̄2

2 (x1, x2) := x2, (x1, x2) ∈ S2

と書き，X̄2
1 と X̄2

2 を確率空間 (S2,B(S2), µ2)上の S値確率変数とそれぞれ見る．このと
き f : S2 → Rを有界可測関数とすると∫

S2

f dµ2 = E
[
f(X̄2

1 , X̄
2
2 )
]

である．また µ2
2|1を補題 5.7に現れる正則条件付き確率とすると，補題 5.7により

H(µ2|λ⊗2) = H(µ2
1|λ) +

∫
S

H(µ2
2|1|λ)µ2

1(dx1)

を得る．61ここでM1(S)値確率変数 µ̄2
1と µ̄2

2をそれぞれ µ̄2
1(·) := µ2

1(·)（µ̄2
1はランダムで

ないことに注意），µ̄2
2(·) := µ2

2|1(X̄
2
1 , ·)と定義すれば，定義より明らかに

H(µ2
1|λ) = E

[
H(µ̄2

1|λ)
]
,

∫
S

H(µ2
2|1|λ)µ2

1(dx1) = E
[
H(µ̄2

2|λ)
]

が成立する．以上をまとめると，µ2 ∈M1(S)が与えられるごとに S値確率変数 X̄2
1 , X̄

2
2

とM1(S)値確率変数 µ̄2
1, µ̄

2
2が上記の要領で定められて∫

S2

f dµ2 +H(µ2|λ⊗2) = E

[
f(X̄2

1 , X̄
2
2 ) +

2∑
i=1

H(µ̄2
i |λ)

]

60S2 は直積空間 S × S を表すが，µ2 の「2」は単に上付き添字である．Sn と µn に関しても同様であ
る．

61n ∈ Nに対して µ⊗n は µの n重直積測度を表す．
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が成立する．この式と補題 5.6により次の変分公式を得る．

− logE
[
e−f(X1,X2)

]
= inf

µ2∈M(S2)
E

[
f(X̄2

1 , X̄
2
2 ) +

2∑
i=1

H(µ̄2
i |λ)

]
.

上の議論を n ∈ N変数の場合に一般化する．µn ∈ M1(S
n)を任意に固定する．i =

1, . . . , nに対して確率測度 µnの下での標準射影を

X̄n
i (x1, . . . , xn) := xi, (x1, . . . , xn) ∈ Sn

と書き，(X̄n
1 , . . . , X̄

n
n )を確率空間 (Sn,B(Sn), µn)上の Sn値確率変数と見る．明らかに

(X̄n
1 , . . . , X̄

n
n )の分布は µnなので，有界可測関数 f : Sn → Rに対して∫

Sn

f dµn = E
[
f(X̄n

1 , . . . , X̄
n
n )
]

が成立する．また i = 1, . . . , n − 1に対して，µni を (X̄n
1 , . . . , X̄

n
i )が Si上に誘導する分

布とし，確率変数 (X̄n
1 , . . . , X̄

n
i+1)の (X̄n

1 , . . . , X̄
n
i )が与えられたときの正則条件付き確率

（つまり Si+1の最後の成分を取り除く射影を与えたときの µni+1の正則条件付き確率）を

{µni+1|i((x1, . . . , xi), A) | (x1, . . . , xi) ∈ Si, A ∈ B(S)}

と書くことにする．このとき補題 5.7を繰り返し用いることにより

H(µn|λ⊗n) = H(µnn−1|λ⊗n−1) +

∫
Sn−1

H(µnn|n−1|λ)µnn−1(dx1 · · · dxn−1)

= H(µn1 |λ) +
n−1∑
i=1

∫
Si

H(µni+1|i|λ)µni (dx1 · · · dxi)

を得る．ここで i = 1, . . . , nに対してM1(S)値確率変数 µ̄ni を

µ̄n1 (·) := µn1 (·)， µ̄ni+1(·) := µni+1|i((X̄
n
1 , . . . , X̄

n
i ), ·)

により定義すると，i = 1, . . . , n− 1に対してほぼ明らかに

H(µn1 |λ) = E [H(µ̄n1 |λ)],
∫
Si

H(µni+1|i|λ)µni (dx1 · · · dxi) = E
[
H(µ̄ni+1|λ)

]
が成立する．この式と補題 5.6により次の変分公式を得る．

− logE
[
e−f(X1,...,Xn)

]
= inf

µn∈M(Sn)
E

[
f(X̄n

1 , . . . , X̄
n
n ) +

n∑
i=1

H(µ̄ni |λ)

]
.

以上の議論をまとめて次の補題を得る．
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補題 5.9. {Xi}i∈Nを独立同分布なS値確率変数の列とし，X1の分布を λ ∈M1(S)とす
る．またn ∈ Nと有界可測関数 f : Sn → Rを任意に固定する．このとき各µn ∈M1(S

n)

に対して，S値確率変数 X̄n
1 , . . . , X̄

n
n とM1(S)値確率変数 µ̄n1 , . . . , µ̄

n
nを上記の要領で構

成すれば以下の４条件が成立する．

(1) Sn値確率変数 (X̄n
1 , . . . , X̄

n
n )の分布は µnである．

(2) 各 i = 1, . . . , nに対して µ̄ni は σ(X̄n
1 , . . . , X̄

n
i−1)可測である．ただし i = 1のときは

{∅,Ω}可測と見なす．

(3) 各 i = 1, . . . , nに対して X̄n
1 , . . . , X̄

n
i−1で条件付けたときの X̄n

i の分布は µ̄ni である．

(4)

∫
Sn

f dµn +H(µn|λ⊗n) = E

[
f(X̄n

1 , . . . , X̄
n
n ) +

n∑
i=1

H(µ̄ni |λ)

]
が成立する.

さらに次の変分公式も成立する．

− logE
[
e−f(X1,...,Xn)

]
= inf

µn∈M(Sn)
E

[
f(X̄n

1 , . . . , X̄
n
n ) +

n∑
i=1

H(µ̄ni |λ)

]
.

各 µn ∈ M1(S)に対して，補題 5.9により与えられる S 値確率変数 X̄n
1 , . . . , X̄

n
n と

M1(S)値確率変数 µ̄n1 , . . . , µ̄
n
nを µnから定まる制御と呼ぶことにし，単に (X̄n, µ̄n)と書

くことにする．(X̄n, µ̄n)が µnに依存することは明記しない．
本節の最後にこれまで述べてきたことをまとめる．定理 1.30（Laplace原理）により，
定理 5.1を示すためには任意の有界連続関数 F :M1(S)→ Rに対して

lim
n→∞

− 1

n
logE

[
e−nF (Ln)

]
= inf

µ∈M1(S)
[F (µ) +H(µ|λ)]

を示せば十分である．補題 5.9における f : Sn → Rとして

f(x1, . . . , xn) := nF

(
1

n

n∑
i=1

δxi

)

を選ぶと，f(X1, . . . , Xn) = nF (Ln)なので

− 1

n
logE

[
e−nF (Ln)

]
= inf

µn∈M(Sn)
E

[
F (L̄n) +

1

n

n∑
i=1

H(µ̄ni |λ)

]
(5.6)

を得る．ここで L̄nは制御 X̄n
1 , . . . , X̄

n
n に対する経験測度

L̄n :=
1

n

n∑
i=1

δX̄n
i
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である．これらの議論により定理 5.1を示すためには

lim
n→∞

inf
µn∈M(Sn)

E

[
F (L̄n) +

1

n

n∑
i=1

H(µ̄ni |λ)

]
= inf

µ∈M1(S)
[F (µ) +H(µ|λ)] (5.7)

を示せば十分である．

5.2 測度の緊密性
弱収束法による証明で基本的な役割を果たす，測度の緊密性に関する性質を本節で示
す．まず測度の緊密性の定義を復習する．Aを添字集合とし，{γa}a∈AをAで添字付け
られたM1(S)の元の族とする．{γa}a∈Aが緊密であるとは，任意の ε > 0に対してある
コンパクト集合Kε ⊂ Sが存在して次が成立することである．

inf
a∈A

γa(Kε) ≥ 1− ε.

またBorel可測関数 g : S → [0,∞]が緊密性関数であるとは，任意のM ∈ [0,∞)に対し
て {x ∈ S | g(x) ≤M}が相対コンパクトになることをいう．

補題 5.10. {γa}a∈Aが緊密であるための必要十分条件は，次を満たす緊密性関数 g : S →
[0,∞]が存在することである．

sup
a∈A

∫
S

g dγa <∞. (5.8)

証明. {γa}a∈Aは緊密であると仮定する．i ∈ Nに対してコンパクト集合 K̃i ⊂ Sを，任
意の a ∈ Aに対して γa(K̃

c
i ) ≤ 2−i となるように取り，Ki := ∪ij=1K̃i とおく．このと

き {Ki}i∈Nは増大列であり．任意の a ∈ Aに対して γa(K
c
i ) ≤ 2−iである．ここで関数

g : S → N0 ∪ {∞}を次で定義する．

g(x) :=
∞∑
i=1

1Kc
i
(x), x ∈ S.

このとき gは緊密性関数であることを見る．実際任意のM ∈ Nに対して，g(x) ≤M ⇔
x ∈ KM+1であることに注意すると，{x ∈ S | g(x) ≤ M} = KM+1を得るので {x ∈ S |
g(x) ≤M}はコンパクト集合である．よって gは緊密性関数である．また任意の a ∈ A
に対して ∫

S

g dγa =
∞∑
i=1

γa(K
c
i ) ≤ 1

が成立するので (5.8)が示された．
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逆に緊密性関数 g : S → [0,∞]で (5.8)を満たすものが存在したと仮定する．ここで
M ∈ [0,∞)に対して CM ⊂ S を {x ∈ S | g(x) ≤ M}の閉包とする．gは緊密性関数
なので CM はコンパクト集合である．また Cc

M ⊂ {x ∈ S | g(x) > M}である．よって
Chebyshevの不等式により任意の a ∈ Aに対して

γa(C
c
M) ≤ 1

M

∫
S

g dγa

が成立する．(5.8)を仮定したので右辺の積分値はaに依らない定数で評価できて，{γa}a∈A
が緊密であることがわかる．
次の補題は補題 5.10により直ちに従う．
補題 5.11. g : S → [0,∞]を緊密性関数とする．関数G :M1(S) → [0,∞]を次で定義
する．

G(µ) :=

∫
S

g dµ, µ ∈M1(S).

このとき，任意のM ∈ [0,∞)に対して {µ ∈ M1(S) | G(µ) ≤ M}は緊密である．特に
GはM1(S)上の緊密性関数である．

次の補題は測度値確率変数を扱う分野において有名な事実である．
補題 5.12. {Λa}a∈AをM1(S)値確率変数の族とし，各 a ∈ Aに対して γa ∈ M1(S)を
γa := E [Λa]と定義する．62このとき，{Λa}a∈Aが確率変数の族として緊密であることと，
{γa}a∈Aが確率測度の族として緊密であることは同値である．
証明. {Λa}a∈Aは緊密であると仮定する．ΛaのM1(S)上の分布を ηaと表す．ε > 0を
固定する．{Λa}a∈Aは緊密なので，あるコンパクト集合Kε ⊂M1(S)に対して

sup
a∈A

ηa(Kcε) ≤ ε (5.9)

を満たす．KεはM1(S)におけるコンパクト集合なので，Prokhorovの定理によりKεは
緊密である．63よって，あるコンパクト集合Kε ⊂ Sが存在して

sup
γ∈Kε

γ(Kc
ε) ≤ ε (5.10)

が成立する．ここで任意の a ∈ Aに対して

γa(K
c
ε) =

∫
M1(S)

γ(Kc
ε)ηa(dγ)

62γa はランダムでないことに注意．
63Prokhorovの定理については例えば [27, Theorem 5.2]を参照せよ．

127



=

∫
Kε

γ(Kc
ε)ηa(dγ) +

∫
Kc

ε

γ(Kc
ε)ηa(dγ)

≤
∫
Kε

γ(Kc
ε)ηa(dγ) + ηa(Kcε)

となっているので，(5.9)と (5.10)により
sup
a∈A

γa(K
c
ε) ≤ 2ε

が成立する．よって {γa}a∈Aは緊密である．
逆に {γa}a∈Aは緊密であると仮定する．補題 5.10により緊密性関数 g : S → [0,∞]で

sup
a∈A

∫
S

g dγa <∞

となるものが存在する．ここでG :M1(S)→ [0,∞]を次で定義する．

G(γ) :=

∫
S

g dγ, γ ∈M1(S).

補題 5.11によりGは緊密性関数である．また

sup
a∈A

∫
M1(S)

G(γ)ηa(dγ) = sup
a∈A

E [G(Λa)] = sup
a∈A

E
[∫

S

g dΛa

]
= sup

a∈A

∫
S

g dγa <∞

が成立する．（最後の等号を得るために単調収束定理を用いて単関数による近似を行なっ
た．）よって補題 5.10により {Λa}a∈Aは緊密である．

5.3 制御に対する評価
本節では定理 5.1と定理 5.2の証明中で用いる，制御に対する評価をいくつか示す．

(X̄n, µ̄n)を µn ∈M1(S
n)から定まる制御とする．ここでM1(S)値確率変数 L̄nと µ̂nを

それぞれ次で定義する．

L̄n :=
1

n

n∑
i=1

δX̄n
i
, µ̂n :=

1

n

n∑
i=1

µ̄ni .

制御 (X̄n, µ̄n)は確率空間 (Sn,B(Sn), µn)上で定められているため，L̄nと µ̂nもこの確率
空間上で定義された確率変数である．
補題 5.13. (µn)n∈N ∈

∏∞
n=1M1(S

n)として，各 n ∈ Nに対して (X̄n, µ̄n)を µn から
定まる制御とする．{E [H(µ̂n|λ)]}n∈Nは有界だと仮定すると，M1(S)

2値確率変数の列
{(L̄n, µ̂n)}n∈Nは緊密である．64

64nごとに (L̄n, µ̂n)が定義されている確率空間は違うが，今はその法則のみを扱っているので，以下で
問題は生じない．
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証明. {µ̂n}n∈Nと {L̄n}n∈Nの緊密性をそれぞれ示せば十分である．任意の有界連続関数
f : S → Rに対して，定理 4.5により

H(µ̂n|λ) ≥
∫
S

f dµ̂n − log

∫
S

ef dλ

が成立する．両辺で期待値を取って，f についての上限を取ることにより

H(E [µ̂n]|λ) ≤ E [H(µ̂n|λ)] (5.11)

がわかる．右辺は仮定により nについて有界なので

sup
n∈N

H(E [µ̂n]|λ) <∞

がわかる．命題 4.6によりH(·|λ)は良い速度関数，すなわち緊密性関数なので，補題 5.10

により {E [µ̂n]}n∈Nは緊密である．よって補題 5.12により {µ̂n}n∈Nも緊密である．
一方で任意の非負もしくは有界可測関数 f : S → Rに対して，制御の性質 (3)により

E
[∫

S

f dL̄n
]
= E

[
1

n

n∑
i=1

f(X̄n
i )

]
= E

[
1

n

n∑
i=1

∫
S

f dµ̄ni

]
= E

[∫
S

f dµ̂n
]

が成立するので，E
[
L̄n
]
= E [µ̂n]がわかる．よって再び補題 5.12により，{L̄n}∈Nが緊

密であることがわかる．

補題 5.14. (µn)n∈N ∈
∏∞

n=1M1(S
n)として，各 n ∈ Nに対して (X̄n, µ̄n)を µnから定

まる制御とする．またM1(S)
2値確率変数の列 {(L̄n, µ̂n)}n∈Nが部分列に沿ってM1(S)

2

値確率変数 (L̄, µ̂)に弱収束すると仮定する．このとき確率 1で L̄ = µ̂が成立する．

証明. M1(S)を分離する有界連続関数の列 {fm}m∈N ⊂ Cb(S)を取る．各 m ∈ Nと
i = 1, . . . , nに対して

∆n
m,i := fm(X̄

n
i )−

∫
S

fmdµ̄
n
i

と定義する．このとき ∫
S

fmdL̄
n −

∫
S

fmdµ̂
n =

1

n

n∑
i=1

∆n
m,i

と書けるので，Chebyshevの不等式により任意の ε > 0に対して

P
(∣∣∣∣∫

S

fmdL̄
n −

∫
S

fmdµ̂
n

∣∣∣∣ > ε

)
≤ 1

ε2n2

n∑
i,j=1

E
[
∆n
m,i∆

n
m,j

]
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が成立する．ここで i 6= jに対して

E
[
∆n
m,i∆

n
m,j

]
= 0

となる．実際，F̄ni := σ(X̄n
1 , . . . , X̄

n
i−1)とおくと，i > jに対して制御の性質 (2)と (3)に

より∆n
m,jは F̄ni 可測かつ E

[
∆n
m,i|F̄ni

]
= 0なので

E
[
∆n
m,i∆

n
m,j

]
= E

[
E
[
∆n
m,i∆

n
m,j|F̄ni

]]
= E

[
E
[
∆n
m,i|F̄ni

]
∆n
m,j

]
= 0

となっている．また |∆n
m,i| ≤ 2|fm|∞なので，n→∞のとき

P
(∣∣∣∣∫

S

fm dL̄
n −

∫
S

fm dµ̂
n

∣∣∣∣ > ε

)
≤ 4|fm|2∞

nε2
−→ 0

が成立する．ここでM1(S)
2の部分集合{

(µ1, µ2) ∈M1(S)
2

∣∣∣∣ ∣∣∣∣∫
S

fm dµ1 −
∫
S

fm dµ2

∣∣∣∣ > ε

}
は弱収束の定義により開集合なので，弱収束の特徴付けにより65

P
(∣∣∣∣∫

S

fm dL̄−
∫
S

fm dµ̂

∣∣∣∣ > ε

)
≤ lim

n→∞
P
(∣∣∣∣∫

S

fm dL̄
n −

∫
S

fm dµ̂
n

∣∣∣∣ > ε

)
= 0

が成立する．ε > 0は任意なので，任意のm ∈ Nに対して

P
(∫

S

fm dL̄ =

∫
S

fm dµ̂

)
= 1.

{fm}m∈Nの分離性により，確率 1で L̄ = µ̂が成立する．

次の２つの命題は定理 5.2を示すために必要である．そのため S = Rdの場合のみを
考える．λ ∈M1(Rd)はRd値確率変数X1の分布であったことを思い出しておく．

命題 5.15. S = Rdとし，条件 (FEM)を仮定する．

(1) θ ∈ M1(Rd)はH(θ|λ) < ∞を満たすとする．このとき任意の σ ≥ 1とM ≥ 0に
対して次が成立する．∫

Rd

|y|1{|y|≥M}θ(dy) ≤
∫
Rd

eσ|y|1{|y|≥M}λ(dy) +
1

σ
H(θ|λ).

特に条件 (FEM)により右辺第１項は有限なので，∫Rd |y|θ(dy) <∞であり，積分∫
Rd yθ(dy)は問題なく定まる．

65Portmanteauの定理とよく呼ばれる．
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(2) M1(S)値確率変数 LはH(E [L]|λ) < ∞を満たすとする．このとき任意の σ ≥ 1

とM ≥ 0に対して次が成立する．

E
[∫

Rd

|y|1{|y|≥M}L(dy)

]
≤
∫
Rd

eσ|y|1{|y|≥M}λ(dy) +
1

σ
H(E [L]|λ). (5.12)

特に E
[∫

Rd |y|L(dy)
]
<∞であり，積分 ∫Rd yL(dy)は確率 1で問題なく定まる．

証明. まず (1)を示す．任意の b ≥ 0と σ ≥ 1に対して次が成立することに注意する．

sup
a∈R
{ab− eσa} = b

σ

(
log

b

σ
− 1

)
≤ 1

σ
(b log b− b+ 1) =:

1

σ
`(b).

実際，はじめの等号は微分を用いた簡単な計算により従い，σ ≥ 1なので不等号は自明
である．よって任意の a, b ≥ 0と σ ≥ 1に対して

ab ≤ eσa +
1

σ
`(b) (5.13)

が成立する．一方でH(θ|λ) <∞なので θは λに対して絶対連続である．よって (5.13)

により ∫
Rd

|y|1{|y|≥M}θ(dy) =

∫
Rd

|y|1{|y|≥M}
dθ

dλ
(y)λ(dy)

≤
∫
Rd

(
eσ|y|1{|y|≥M} +

1

σ
`

(
dθ

dλ
(y)

))
λ(dy)

=

∫
Rd

eσ|y|1{|y|≥M}λ(dy) +
1

σ
H(θ|λ)

を得る．ただし２行目の不等式を得るために `(·) ≥ 0であることを用いた．これで (1)

が示された．
(2)は (1)で θ = E [L]とすれば直ちにわかる．実際

E
[∫

Rd

|y|1{|y|≥M}L(dy)

]
=

∫
Rd

|y|1{|y|≥M}E [L](dy)

≤
∫
Rd

eσ|y|1{|y|≥M}λ(dy) +
1

σ
H(E [L]|λ)

を得るので，証明が終わる．
命題 5.16. S = Rdとし，条件 (FEM)を仮定する．(µn)n∈N ∈

∏∞
n=1M1(S

n)として，
各 n ∈ Nに対して (X̄n, µ̄n)を µnから定まる制御とする．{E [H(µ̂n|λ)]}n∈Nは有界であ
り，{L̄n}n∈Nは n→∞のときM1(S)値確率変数 L̄に弱収束すると仮定する．このとき
任意の有界連続関数 f : Rd → Rに対して

lim
n→∞

E
[
f

(∫
Rd

yL̄n(dy)

)]
= E

[
f

(∫
Rd

yL̄(dy)

)]
.
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証明. まず命題の主張に現れる積分が確率 1で問題なく定まることを示す．L̄nはDirac

測度の和なので，積分 ∫Rd yL̄
n(dy)は常に問題なく定まる．M1(S)は可分完備距離空間

で {L̄n}n∈Nは n→∞のとき L̄に弱収束するので，Skorokhodの表現定理を適用するこ
とができる．Skorokhodの表現定理により与えられる確率空間を (Ω̂, F̂ , P̂)と表し，記号
の単純化のため，概収束するM1(S)値確率変数を同じ記号 L̄n (n ∈ N)と L̄で表すこと
にする．また P̂に対する期待値は Ê [·]で表すことにする．C0 := supn∈N E [H(µ̂n|λ)] <∞
とおくと，(5.11)と仮定によりH(Ê [µ̂n]|λ) ≤ C0が成立する．また弱収束の定義により，
{Ê
[
L̄n
]
}n∈Nが Ê

[
L̄
]に概収束することが簡単にわかる．さらに補題 5.13の証明で見た

ように Ê
[
L̄n
]
= E

[
L̄n
]
= E [µ̂n] が成立するので，

H(Ê
[
L̄
]
|λ) ≤ lim

n→∞
H(Ê

[
L̄n
]
|λ) = lim

n→∞
H(E [µ̂n]|λ) ≤ C0 (5.14)

が成立する．ただし最初の不等号ではH(·|λ)の下半連続性を用いた．よって命題 5.15(2)

により ∫Rd yL̄(dy)は確率 1で問題なく定まる．
次に ψ(y) = y, y ∈ Rdとおき，

lim
n→∞

Ê
[∣∣∣∣∫

Rd

ψ dL̄n −
∫
Rd

ψ dL̄

∣∣∣∣] = 0

を示す．これが示されれば，∫Rd ψ dL̄
nは n→∞のとき ∫Rd ψ dL̄に法則収束することが

わかるので，結論を得る．M > 0に対して

ψM(y) := ((−M) ∨ (yi ∧M))di=1 ∈ Rd, y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd

とおく．このとき任意の y ∈ Rdに対して |ψ(y)− ψM(y)| ≤ |y|1{|y|≥M}である．ここで

Ê
[∣∣∣∣∫

Rd

ψ dL̄n −
∫
Rd

ψ dL̄

∣∣∣∣] = Ê
[∣∣∣∣∫

Rd

ψM d(L̄n − L̄) +
∫
Rd

(ψ − ψM) d(L̄n − L̄)
∣∣∣∣]

≤ Ê
[∣∣∣∣∫

Rd

ψM d(L̄n − L̄)
∣∣∣∣]+ Ê

[∫
Rd

|ψ − ψM | d(L̄n + L̄)

]
が成立する．∫Rd ψM dL̄nは ∫Rd ψM dL̄に概収束するので，右辺第１項は n→∞のとき
有界収束定理により 0に収束する．一方で σ ≥ 1とM ≥ 0に対して (5.12)により

Ê
[∫

Rd

|y|1{|y|≥M}L̄
n(dy)

]
≤
∫
Rd

eσ|y|1{|y|≥M}λ(dy) +
C0

σ
(5.15)

を得る．さらに (5.12)と (5.14)により，(5.15)において L̄nを L̄に取り替えたものも成
立するので，

Ê
[∫

Rd

|ψ − ψM | d(L̄n + L̄)

]
≤ 2

∫
Rd

eσ|y|1{|y|≥M}λ(dy) +
2C0

σ
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が成立する．条件 (FEM)により eσ|y|はλについて可積分なので，右辺第１項はM →∞
のとき 0に収束する．よって n→∞,M →∞, σ →∞の順に極限を取ることにより

lim
n→∞

Ê
[∣∣∣∣∫

Rd

ψ dL̄n −
∫
Rd

ψ dL̄

∣∣∣∣] = 0

を得るので，証明が終わる．

5.4 弱収束法によるSanovの定理の証明
本節では定理 5.1を弱収束法により証明する．
定理 5.1の証明. 第 5.1節で述べたように，定理 5.1を示すためには (5.7)を任意の有界
連続関数 F :M1(S)→ Rに対して示せば十分である．本証明中では任意に選んだ F を
固定して議論する．
まず (5.7)の下からの評価を示す．ε > 0を任意に固定する．各 n ∈ Nに対して，(5.6)

によりある µn ∈M1(S
n)が存在して，(X̄n, µ̄n)を µnから定まる制御とすれば

− 1

n
logE

[
e−nF (Ln)

]
+ ε ≥ E

[
F (L̄n) +

1

n

n∑
i=1

H(µ̄ni |λ)

]
が成立する．また定理 4.5の後で述べたようにH(·|λ)は凸なので

− 1

n
logE

[
e−nF (Ln)

]
+ ε ≥ E

[
F (L̄n) +H(µ̂n|λ)

]
を得る．F は有界なので {E [H(µ̂n|λ)]}n∈Nは有界である．よって補題 5.13により，左辺
の下極限を実現する {(L̄n, µ̂n)}n∈Nの部分列であって，あるM1(S)

2値確率変数 (L̄, µ̂)に
弱収束するものが存在する．部分列を再び同じ記号で表すことにすると，F は有界連続
なので lim→∞ E

[
F (L̄n)

]
= E

[
F (L̄)

]である．またH(·|λ)の下半連続性と補題 5.4（およ
び注意 5.5）により

lim
n→∞

E [H(µ̂n|λ)] ≥ E [H(µ̂|λ)]

が成立する．よって補題 5.14により L̄ = µ̂が確率 1で成立するので

lim
n→∞

− 1

n
logE

[
e−nF (Ln)

]
+ ε ≥ E

[
F (L̄) +H(µ̂|λ)

]
≥ inf

µ∈M1(S)
[F (µ) +H(µ|λ)]

が成立する．ε > 0は任意なので，(5.7)の下からの評価を得る．
次に (5.7)の上からの評価を示す．ε > 0を任意に取る．µ∗ ∈ M1(S)を次を満たすよ
うに取る．

F (µ∗) +H(µ∗|λ) ≤ inf
µ∈M1(S)

[F (µ) +H(µ|λ)] + ε.
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ここで (X̄n, µ̄n)を (µ∗)⊗nから定まる制御とすれば，X̄n
1 , . . . , X̄

n
n は独立同分布で X̄n

1 の
分布は µ∗である．さらに任意の n ∈ Nと i = 1, . . . , nに対して µ̄ni = µ∗が成立する．こ
のとき補題 5.13と補題 5.14により，{L̄n}n∈Nは n→∞のときµ∗に弱収束する．よって
(5.6)により

lim
n→∞

− 1

n
logE

[
e−nF (Ln)

]
≤ lim

n→∞
E
[
F (L̄n) +H(µ∗|λ)

]
= F (µ∗) +H(µ∗|λ)
≤ inf

µ∈M1(S)
[F (µ) +H(µ|λ)] + ε

が成立する．ε > 0は任意なので，(5.7)の上からの評価を得る．

5.5 弱収束法によるCramérの定理の証明
本節では S = Rdとして定理 5.2を弱収束法により証明する．まず定理 5.2に表れる関
数 Iが良い速度関数であることを示す．
命題 5.17. 条件 (FEM)を仮定する．次で定義される関数はRd上の良い速度関数である．

I(x) := inf

{
H(µ|λ)

∣∣∣∣ µ ∈M1(Rd),

∫
Rd

|y|µ(dy) <∞,
∫
Rd

yµ(dy) = x

}
, x ∈ Rd.

証明. まず I(x) <∞のときに，ある µx ∈M1(Rd)が存在して

I(x) = H(µx|λ),
∫
Rd

|y|µx(dy) <∞,
∫
Rd

yµx(dy) = x (5.16)

が成立することを示す．I(x)の下限を実現する最小化列 {µnx}n∈N ⊂M1(Rd)を取る．こ
のとき命題 4.6によりH(·|λ)は良い速度関数であって，{H(µnx|λ)}n∈Nは有界なので収
束部分列が存在する．収束部分列を再び同じ記号で表すことにして，極限を µxと表せ
ば，H(·|λ)の下半連続性により

H(µx|λ) ≤ lim
n→∞

H(µnx|λ) ≤ sup
n∈N

H(µnx|λ) <∞ (5.17)

が成立する．H(µx|λ) < ∞なので，命題 5.15(1)により ∫Rd |y|µx(dy) < ∞である．ま
た {µnx}n∈Nと µxの相対エントロピーが一様に評価されているので，命題 5.16の証明の
後半において L̄nと L̄の替わりに µnxと µnとすることにより∫

Rd

yµx(dy) = lim
n→∞

∫
Rd

yµnx(dy) = x (5.18)

を得る．（この場合にはランダム測度ではないので期待値 Ê [·]は必要ない．）よってI(x)の定
義によりI(x) ≤ H(µx|λ)である．一方で{µnx}n∈Nの選び方によりI(x) = limn→∞H(µnx|λ)
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なので，(5.17)の左側の不等式により I(x) ≥ H(µx|λ)がわかる．以上により I(x) =

H(µx|λ)を得る．
前半の事実を用いてK ≥ 0に対してCK := {x ∈ Rd | I(x) ≤ K}がコンパクト集合で
あることを示す．任意に点列 {xn}n∈N ⊂ CKを取り，各 n ∈ Nに対して (5.16)で xを xn
に取り替えたものを満たす µn ∈ M1(Rd)を取る．命題 4.6によりH(·|λ)は良い速度関
数であって，{µn}n∈Nは緊密である．収束部分列を再び同じ記号で表すことにして，µ∗

を {µn}n∈Nの極限とする．このときH(·|λ)の下半連続性により

H(µ∗|λ) ≤ K <∞

が成立するので，命題 5.15(1)により ∫Rd |y|µ∗(dy) <∞である．またx∗ :=
∫
Rd yµ∗(dy) ∈

Rdとおくと，I(x∗) ≤ H(µ∗|λ)なのでx∗ ∈ CKである．また (5.18)と同じ理由でn→∞
のとき

xn =

∫
Rd

yµn(dy) −→
∫
Rd

yµ∗(dy) = x∗

を得る．よってCK は点列コンパクトなので，CK はコンパクトである．
定理 5.2の証明. 定理 1.30（Laplace原理）により，任意の有界連続関数 f : Rd → Rに
対して

lim
n→∞

− 1

n
logE

[
exp

{
−nf

(∫
Rd

yLn(dy)

)}]
= inf

x∈Rd
[f(x) + I(x)] (5.19)

を示せばよい．本証明中では任意に選んだ F を固定して議論する．補題 5.9における有
界可測関数として

(x1, . . . , xn) ∈ (Rd)n 7−→ nf

(
x1 + · · ·+ xn

n

)
∈ R

を選ぶことにより，

− 1

n
logE

[
exp

{
−nf

(∫
Rd

yLn(dy)

)}]
= inf

µn∈M1((Rd)n)
E

[
f

(∫
Rd

yL̄n(dy)

)
+

1

n

n∑
i=1

H(µ̄ni |λ)

]
(5.20)

を得る．
まず (5.19) の下からの評価を示す．ε > 0 を任意に取る．(5.20) によりある µn ∈
M1((Rd)n)が存在して，(X̄n, µ̄n)を µnから定まる制御とすれば

− 1

n
logE

[
exp

{
−nf

(∫
Rd

yLn(dy)

)}]
+ ε ≥ E

[
f

(∫
Rd

yL̄n(dy)

)
+

1

n

n∑
i=1

H(µ̄ni |λ)

]
135



を満たす．また相対エントロピーの凸性により

− 1

n
logE

[
exp

{
−nf

(∫
Rd

yLn(dy)

)}]
+ ε ≥ E

[
f

(∫
Rd

yL̄n(dy)

)
+H(µ̂n|λ)

]
を得る．f は有界なので {E [H(µ̂n|λ)]}n∈Nは有界である．よって補題 5.13により，左辺
の下極限を実現する {(L̄n, µ̂n)}n∈Nの部分列であって，あるM1(S)

2値確率変数 (L̄, µ̂)に
弱収束するものが存在する．部分列を再び同じ記号で表すことにすると，f は有界連続
なので命題 5.16により

lim
n→∞

E
[
f

(∫
Rd

yL̄n(dy)

)]
= E

[
f

(∫
Rd

yL̄(dy)

)]
.

が成立する．命題 5.16の証明中で見たように，確率 1で ∫Rd |y|L̄(dy) <∞であることに
注意する．またH(·|λ)の下半連続性と補題 5.4により

lim
n→∞

E [H(µ̂n|λ)] ≥ H(µ̂|λ)

が成立する．補題 5.13により L̄ = µ̂が確率 1で成立するので

lim
n→∞

− 1

n
logE

[
exp

{
−nf

(∫
Rd

yLn(dy)

)}]
+ ε ≥ E

[
f

(∫
Rd

yµ̂(dy)

)
+H(µ̂|λ)

]
が成立する．先に注意したように確率 1で ∫Rd |y|µ̂(dy) <∞なので，右辺は下から

inf

{
f

(∫
Rd

yµ(dy)

)
+H(µ|λ)

∣∣∣∣ µ ∈M1(Rd),

∫
Rd

|y|µ(dy) <∞
}

と評価できる．さらに ∫Rd yµ(dy) = xと場合わけをすれば，この下限は Iの定義により

inf
x∈Rd

inf

{
f(x) +H(µ|λ)

∣∣∣∣ µ ∈M1(Rd),

∫
Rd

|y|µ(dy) <∞,
∫
Rd

yµ(dy) = x

}
= inf

x∈Rd
[f(x) + I(x)]

と書くことができる．ε > 0は任意なので (5.19)の下からの評価を得る．
次に (5.19)の上からの評価を示す．ε > 0を任意に取る．下からの評価の証明の最後
に行った下限の書き換えに注意して，µ∗ ∈M1(Rd)を次を満たすように取る．∫

Rd

|y|µ∗(dy) <∞, f

(∫
Rd

yµ∗(dy)

)
+H(µ∗|λ) ≤ inf

x∈Rd
[f(x) + I(x)] + ε.

ここで (X̄n, µ̄n)を (µ∗)⊗nから定まる制御とすれば，X̄n
1 , . . . , X̄

n
n は独立同分布で X̄n

1 の
分布は µ∗である．さらに任意の n ∈ Nと i = 1, . . . , nに対して µ̄ni = µ∗が成立する．こ
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のとき補題 5.13と補題 5.14により {L̄n}n∈Nは n→∞のとき µ∗に弱収束する．よって
(5.20)と命題 5.16により

lim
n→∞

− 1

n
logE

[
exp

{
−nf

(∫
Rd

yLn(dy)

)}]
≤ lim

n→∞
E
[
f

(∫
Rd

yL̄n(dy)

)
+H(µ∗|λ)

]
= f

(∫
Rd

yµ∗(dy)

)
+H(µ∗|λ)

≤ inf
x∈Rd

[f(x) + I(x)] + ε

が成立する．ε > 0は任意なので (5.19)の上からの評価を得る．以上により定理 5.2の証
明が終了する．
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6 一般化されたSanovの定理に対する情報理論的証明
本章では一般化された Sanovの大偏差原理に情報理論的な証明を与える．66 この証明
は第 4章で紹介した標準的な証明とは全く異なる発想に基づいており，特に Donsker-

Varadhanの変分公式（定理 4.4および定理 4.5）を用いない．非常に一般的に定式化さ
れているにもかかわらず，測度論的に深い結果は証明中では使われず，初等的と言って
よい議論だけで証明が完成してしまう点がこの方法の魅力である．
本章では (S,F)を可測空間とする．基本的に S上には位相を導入しない．(S,F)上の
確率測度全体をM1(S)と表し，λ ∈M1(S)を任意に選ぶ．また S上で定義された実数
値の有界F 可測関数の全体をMb(S)と表す．f ∈Mb(S)に対して

If (µ) :=
∫
S

f(x)µ(dx), µ ∈M1(S)

と表し，If :M1(S)→ Rという写像だとみなす．
M1(S)上には τ 位相を入れる．これは端的に言えば全ての If : M1(S) → R (f ∈

Mb(S))を連続にする位相のうち最弱なものである．厳密には以下のように各µ ∈M1(S)

の基本近傍系を定めるのが簡明である．m ∈ N, f1, . . . , fm ∈ Mb(S)と ε ∈ (0,∞)に対
して

V (µ; f1, . . . , fm, ε) =

{
ν ∈M1(S)

∣∣∣∣ max
1≤i≤m

|Ifi(ν)− Ifi(µ)| < ε

}
(6.1)

とおくと，

{V (µ; f1, . . . , fm, ε) | m ∈ N, f1, . . . , fm ∈Mb(S), ε ∈ (0,∞)} (6.2)

が τ 位相に関する µの基本近傍系を定める．67 （なお Sが位相空間でF がその位相に関
する Borel加法族の場合は，τ 位相は明らかに確率測度の弱収束の位相より強い．）τ 位
相に関するM1(S)上のBorel加法族を Gτ と書く．Gτ は扱いづらいので，むしろその部
分 σ加法族である Gcyl := σ({If | f ∈ Mb(S)})を使う．Gcylは全ての If (f ∈ Mb(S))

を可測にするM1(S)上の σ加法族のうち最小のものである．
ここでSの有限分割を導入する．以下の３条件を満たすときにA = (A1, . . . , Ak)がSの
長さ k ∈ NのF可測分割であるという．(i)各 i = 1, . . . , kに対してAi ∈ F，(ii) {Ai}ki=1

は互いに素，(iii) ∪ki=1Ai = S．なお (A1, . . . , Ak)には順序を与えて考えていることに注意
せよ．68 k = |A|とも書く．A′がSのF可測分割であるとは，ある k ∈ Nに対してA′がS

の長さ kのF可測分割であることをいう．Sの長さ kのF可測分割全体をPrtk(S)と書

66本章の記述は [50]を参考にした．
67τ 位相は定義の仕方から Hausdorffであるが，一般には距離付け可能ではないため，点列を使ってこ
の位相を論ずることはできない．

68つまりこの A = (A1, . . . , Ak)は Fk（F の k 重直積集合）に属する元だと見なしており，F の k 点
部分集合だとは見なしていない．中括弧ではなく丸括弧を用いるのもこの理由による．

138



き，SのF 可測分割全体をPrt(S)と書くと，明らかにPrt(S) = ∪k∈NPrtk(S)である．
（以下では簡単のために，Prtk(S)の元とPrt(S)の元をそれぞれ単に「長さkの分割」「分
割」と書くことにする．）分割 E = (E1, . . . , El)が分割A = (A1, . . . , Ak)の細分であると
は，各 j (1 ≤ j ≤ l)に対してEj ⊂ Aiとなる i (1 ≤ i ≤ k)が存在することをいう．２つの
分割A = (A1, . . . , Ak)とA′ = (A′

1, . . . , A
′
m)に対して，{Ai∩A′

j | 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ m}
を任意の順番で並べたものはAとA′の共通の細分である．
k ∈ Nに対して J1, kK := {1, . . . , k}と表し，任意の部分集合が可測であるような σ加
法族を J1, kK上に導入する．通常どおり，p ∈ M1(J1, kK)は k次元確率ベクトルと見な
す．すなわち

M1(J1, kK) = {p = (p1, . . . , pk) ∈ Rk | p1, . . . , pk ∈ [0, 1], p1 + · · ·+ pk = 1}

である．この集合にはRkからの相対位相を与えるが，それは当然 τ 位相と一致する．
さて p = (p1, . . . , pk), q = (q1, . . . , qk) ∈M1(J1, kK)に対して

Dk(p|q) =
k∑
i=1

pi log
pi
qi

および
Dk(p) = −

k∑
i=1

pi log pi

と定める．なお本章を通じて 0 log 0 = 0, 0 log 0
0
= 0および a log a

0
=∞（0 < a <∞の

とき）と約束する．Jensenの不等式を用いて，常にDk(p|q) ∈ [0,∞]であることが示せ
る．（Dkは J1, kK上の相対エントロピーと一致する．）
長さ k の分割 A = (A1, . . . , Ak) が与えられたとき，µ ∈ M1(S) に対して µA =

(µ(A1), . . . , µ(Ak))とおくとM1(J1, kK)の元が得られるので，これを用いて情報ダイバー
ジェンスを µ, ν ∈M1(S)に対して

D(µ|ν) = sup
A∈Prt(S)

D|A|(µA|νA) = sup
A∈Prt(S)

|A|∑
i=1

µ(Ai) log
µ(Ai)

ν(Ai)

と定める．一方で第 4章の冒頭で導入した相対エントロピーH(µ|ν)は一般の可測空間
(S,F)上でも同様に定義できる．（注意 4.2もそのまま成立する．）すなわちµ, ν ∈M1(S)

に対して

H(µ|ν) :=


∫
S

dµ

dν
log

(
dµ

dν

)
dν, µが νに対して絶対連続なとき，

∞, それ以外のとき
と定める．実はDとHは一致するのだが，本章ではHではなくDが主役を務める．
上記の状況において，DとH に関して以下の２つの命題が成立する．（証明は後で与
えるが，どちらもそれほど難しくない．）
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命題 6.1. 任意の µ, ν ∈M1(S)に対して，D(µ|ν)＝H(µ|ν)が成り立つ．69

命題 6.2. 任意の ν ∈ M1(S)に対して，D( · |ν) :M1(S) → [0,∞]は τ 位相に関して良
い速度関数である．

本章の主定理を述べる前に経験平均分布を導入する．n ∈ Nのとき，(Sn,F⊗n)を (S,F)
の可測空間としての n直積とする．µ ∈ M1(S)の n直積測度を µ⊗nと表すが，これは
(Sn,F⊗n)上の確率測度である．任意の n ∈ Nと x = (x1, . . . , xn) ∈ Snに対して

`x(A) =
|{j ∈ J1, nK | xj ∈ A}|

n
, A ∈ F

とおくと，70 明らかに `x ∈ M1(S)であるので，x 7→ `xは SnからM1(S)への写像で
ある．非常に一般的な設定で議論しているために，残念ながらこれがF⊗n/Gτ 可測写像
である保証はない．71 しかし，悪くない可測性を持つM1(S)の部分集合 Γに対しては，
上記の写像が何らか意味で可測性を持ちそうなものである．これに関しては次の事実が
ある．Γ ∈ Gcylのとき，{x ∈ Sn | `x ∈ Γ} ∈ F⊗nが成り立つ．これを実際に確認しよ
う．Z := {∆ ⊂ M1(S) | `−1(∆) ∈ F⊗n}とおくと Z は自動的に σ加法族になるので，
Z ⊃ Gcylを示せば十分であるが，そのためには各 f ∈ Mb(S)に対してZ ⊃ σ(If )を見
ればよい．写像

x ∈ Sn 7→ If (`x) =
f(x1) + · · ·+ f(xn)

n
∈ R

は明らかにF⊗n/B(R)可測なので，C ∈ B(R)であれば `−1(I−1
f (C)) ∈ F⊗nである．こ

れでZ ⊃ σ(If ) = {I−1
f (C) | C ∈ B(R)}が得られた．

それでは本章の主題である一般化された Sanovの大偏差原理を述べる．この定理は定
義 1.2の意味での大偏差原理ではないことに注意せよ．72

定理 6.3. λ ∈M1(S)とする．このとき，任意の Γ ∈ Gcylに対して，

− inf
µ∈Γ◦

D(µ|λ) ≤ lim
n→∞

1

n
log λ⊗n({x ∈ Sn | `x ∈ Γ})

≤ lim
n→∞

1

n
log λ⊗n({x ∈ Sn | `x ∈ Γ}) ≤ − inf

µ∈Γ
D(µ|λ)

が成立する．ここで Γ◦と Γはそれぞれ Γの τ 位相に関する内部と閉包である．
69[7, 第 3.7節]ではこの命題は GKY(Gelfand-Kolmogorov-Yaglom)の定理，Dは GKY相対エントロ
ピーと呼ばれている．しかし別の文献では同じ命題に Gelfand-Yaglom-Perezの名前を冠している．

70右辺は要するに n−1(δx1
+ · · ·+ δxn

)(A)である．１点集合が可測でないときもDirac測度 δx (x ∈ S)
を定義することはできる．

71通常の Sanovの定理の記述のように，経験分布を n−1(δX1
+ · · ·+ δXn

)と独立同分布列 {Xi}を用い
て書くと，これがM1(S)値確率変数（すなわち確率空間からの可測写像）であるような誤解を与える可
能性が高いため，本章ではこの書き方を避ける．

72本書では定義 1.2を大偏差原理の定義としたが，定義を一般化して扱う流派も存在する．例えば [33,
p. 5]の意味では定理 6.3も大偏差原理と呼ばれる．
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注意 6.4. Sが可分完備距離空間でF = B(S)のときは実は Gcyl = B(M1(S))となるた
め，上記の定理 6.3は通常の Sanovの大偏差原理（定理 4.1）を導く．
以下ではH := σ({If | f ∈ Cb(S)})とおき，Gcyl = H = B(M1(S))となることを
手短かに確認する．まず f ∈ Cb(S)のときは，弱収束の定義により If は連続なので，
B(M1(S))/B(R)可測である．よってB(M1(S)) ⊃ Hである．逆向きの包含関係を見る
には，M1上の距離の定義式 (4.1)を思い出そう．この式の右辺は Cb(S)の元のみで書
けているため，M1(S)の任意の球はH可測集合である．M1(S)は可分距離空間なので，
第２可算公理（または Lindelöf性）により，任意の開集合は球の可算和の形で書けるた
めH可測集合である．これで B(M1(S)) ⊂ Hが示せた．
次はGcyl = Hを示すが，左辺の方が大きいことは自明なので，Gcyl ⊂ Hのみを見れば
よい．Z = {f ∈ Mb(S) | If :M1(S)→ RはH可測 }とおくと，明らかにZ ⊃ Cb(S)

である．（特に定数関数は Z に属す．）さらに {fn}n∈N ⊂ Z が一様有界かつ各点で広義
単調増加ならば，単調収束定理または有界収束定理により，各 µ ∈ M1(S)に対して
limn→∞ Ifn(µ) = If∞(µ)となる．ここで f∞は {fn}の各点収束先である．よって If∞は
H可測関数列 {Ifn}の各点収束先なのでH可測関数である．これは f∞ ∈ Zを意味する．
Cb(S)が代数であるために単調族定理の関数版が使えて，Z は全ての σ(Cb(S))可測な
有界関数を含む．ここで全ての f ∈ Cb(S)を可測にするような S上の σ加法族のうち最
小のものを σ(Cb(S))と書いた．Sは距離空間なので σ(Cb(S)) = B(S)であることを思
い出すと，Gcyl = Hの証明が終わる．73以上で注意 6.4を終わる．

6.1 命題6.1の証明
本節の目的は命題 6.1 （すなわち情報ダイバージェンスDと相対エントロピーH の
一致）を証明することである．74 まず簡単な補題を１つ示した後，命題 6.1を証明する．
補題 6.5. µ, ν ∈M1(S)とし，A ∈ F は ν零集合でないとする．このとき，

µ(A) log
µ(A)

ν(A)
≤
∫
A

dµ

dν
log

(
dµ

dν

)
dν

が成立する．
証明. 右辺が有限の場合のみ示せばよい．F := dµ/dν と略記する．t 7→ t log tは凸関
数で F logF は ν可積分なので，確率測度 ν(A)−11Adνに対して Jensenの不等式を用い
ると (

1

ν(A)

∫
A

Fdν

)
log

(
1

ν(A)

∫
A

Fdν

)
≤ 1

ν(A)

∫
A

F logFdν

73σ(Cb(S)) = B(S)は「S の任意の閉集合の定義関数がある有界連続関数列の各点収束の極限になる」
ことから直ちに従う．

74本節の記述は [7, 第 3.7節]を参考にした．
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を得る．分母の ν(A)を払った後で左辺を整理すると，示すべき式の左辺を得るので，補
題の証明が終わる．

命題 6.1の証明. まず µが νに対して絶対連続でない場合を考える．このとき µ(A) > 0

かつ ν(A) = 0となる A ∈ F が存在する．このとき µ(A) log[µ(A)/ν(A)] = ∞なので，
分割A = (A,Ac)を考えればD(µ|ν) =∞が直ちにわかる．
ここからは µが νに対して絶対連続な場合を考える．このとき F := dµ/dν ∈ L1(ν)

なので，F の代表元として各点で定義された [0,∞)値のF可測関数が取れる．以下では
このような代表元を１つ選び，再び同じ記号で表す．
さて A = (A1, . . . , Ak)を任意の分割とする．ν(Ai) = 0のときは絶対連続性により

µ(Ai) = 0であり，ν(Ai) > 0のときは補題 6.5が使えるので，
k∑
i=1

µ(Ai) log
µ(Ai)

ν(Ai)
=
∑′

1≤i≤k

µ(Ai) log
µ(Ai)

ν(Ai)

≤
∑′

1≤i≤k

∫
Ai

F logFdν ≤
∫
S

F logFdν

を得る．ここで∑′
iは条件 ν(Ai) > 0を満たす i ∈ J1, kKに関して和を取ることを意味す

る．Aに関して上限を取るとD(µ|ν) ≤ H(µ|ν)を得る．
逆向きの不等式H(µ|ν) ≤ D(µ|ν)を示す．各m ∈ Nに対して，値域を幅 2−mの小区
間で区切ることにより F を近似する．具体的には

Am,i := {x ∈ S | i2−m ≤ F (x) < (i+ 1)2−m} (0 ≤ i ≤ m2m − 1),

Am,m2m := {x ∈ S | F (x) ≥ m}

とおくと，各mに対して (Am,i)0≤i≤m2mは Sの分割である．m→∞のとき，明らかに
ν(Am,m2m)↘ 0となる．
0 ≤ i ≤ m2m − 1のとき，定義により

i2−mν(Am,i) ≤
∫
Am,i

F dν = µ(Am,i) ≤ (i+ 1)2−mν(Am,i)

となる．よって ν(Am,i) > 0であれば

i2−m ≤ µ(Am,i)

ν(Am,i)
≤ (i+ 1)2−m

となる．したがって 0 ≤ i ≤ m2m − 1かつ ν(Am,i) > 0のとき∣∣∣∣F (x)− µ(Am,i)

ν(Am,i)

∣∣∣∣ ≤ 2−m, x ∈ Am,i
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が成り立つ．
近似関数列を以下のように定める．ν(Am,i) > 0を満たす i (0 ≤ i ≤ m2m)に対し
ては，Am,i 上で Fm(x) = µ(Am,i)/ν(Am,i)と定め，それ以外の iに対しては Am,i 上で
Fm(x) = i2−mと定める．すると {x ∈ S | F (x) < m}上で |F (x) − Fm(x)| ≤ 2−mが満
たされているため，各 x ∈ Sに対して limm→∞ Fm(x) = F (x)と収束する．よって特に
−1/e ≤ Fm logFm → F logF と各点収束するため，Fatouの補題を用いて次の評価を
得る． ∫

S

F logFdν ≤ lim
m→∞

∫
S

Fm logFm dν

= lim
m→∞

m2m∑
i=0

µ(Am,i) log
µ(Am,i)

ν(Am,i)
≤ D(µ|ν).

なお iに関する和において，ν(Am,i) = 0となる iに対応する項は消えていることに注意
せよ．（実際，絶対連続性により µ(Am,i) = 0なので，0 log 0

0
= 0という約束からそれが

従う．）

6.2 命題6.2の証明
本節の目的は命題 6.2（すなわちD( · |ν)が τ 位相に関して良い速度関数であること）
を証明することである．
まず τ 位相に関する基本近傍系として，(6.1)–(6.2)に与えたものとは別のものを与え
る．各 µ ∈M1(S)の新しい基本近傍系を以下のように定める．m ∈ N, A1, . . . , Am ∈ F
と ε ∈ (0,∞)に対して

U(µ;A1, . . . , Am, ε) =

{
ν ∈M1(S)

∣∣∣∣ max
1≤i≤m

|ν(Ai)− µ(Ai)| < ε

}
(6.3)

とおくと，

{U(µ;A1, . . . , Am, ε) | m ∈ N, A1, . . . , Am ∈ F , ε ∈ (0,∞)} (6.4)

は基本近傍系の公理を満たす．これで決まる位相は任意のA ∈ Fに対して写像µ 7→ µ(A)

を連続にする位相のうち最弱なものである．
この新しい基本近傍系が結局は τ 位相を生成することを確認しよう．A ∈ F ならば

1A ∈ Mb(S)なので，(6.1)–(6.2)の基本近傍系の方が細かいことは明らかである．した
がって，逆に (6.3)–(6.4)の基本近傍系の方が細かいことを示せばよい．そのためには
µ ∈M1(S)のとき，「任意のm ∈ N, f1, . . . , fm ∈Mb(S)と ε ∈ (0,∞)に対して，ある分
割A = (A1, . . . , An)と δ ∈ (0,∞)が存在して，

U(µ;A1, . . . , An, δ) ⊂ V (µ; f1, . . . , fm, ε) (6.5)
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となる」ことを見れば十分である．次の段落でこれを示す．
任意の µ ∈ M1(S)と f1, . . . , fm ∈ Mb(S)と ε ∈ (0,∞)が与えられたとする．有界可
測関数は単関数で一様近似できるので，ある分割A = (A1, . . . , An)と ck1, . . . , c

k
n ∈ Rが

存在して，
max
1≤k≤m

sup
x∈S

∣∣∣fk(x)− n∑
j=1

ckj1Aj
(x)
∣∣∣ < ε

3

を満たす．75もしmax1≤i≤n |ν(Ai)−µ(Ai)| < ε/(3nc)（ただし c := maxj,k |ckj |+1とおく）
であれば，標準的な「3ε論法」を用いてmax1≤k≤m |Ifk(ν)−Ifk(µ)| < εが得られる．こ
れは U(µ;A1, . . . , An, ε/(3nc)) ⊂ V (µ; f1, . . . , fm, ε)を意味するので，(6.5)が確認でき
た．以上で２つの基本近傍系が同じ位相を生成することがわかった．
確率測度の空間の入れ物として直積空間 [0, 1]Fを考える．B ∈ Fのとき，第B座標へ
の射影を πB : [0, 1]

F → [0, 1]と書く．すなわち，πB((sA)A∈F) = sBである．この直積空
間には直積位相を入れるが，この位相は全ての射影 πB (B ∈ F)を連続にする位相の中
で最弱のものである．Tychonoffの定理により [0, 1]F はコンパクトである．76 [0, 1]F は自
然にF から [0, 1]への写像全体がなす集合Map(F , [0, 1])と同一視できるが，その場合
は射影 πBは写像に点Bを代入する操作，すなわちMap(F , [0, 1]) 3 ψ 7→ ψ(B) ∈ [0, 1]

に相当し，直積位相は各点収束の位相に相当する．M1(S) ⊂ [0, 1]F であるが，位相の
定義の仕方から τ 位相と [0, 1]F の部分集合としての相対位相は一致する．
(S,F)上の有限加法的な確率測度全体がなす集合をMFA

1 (S)と表すと明らかに

M1(S) ⊂MFA
1 (S) ⊂ [0, 1]F

である．この集合の位相的性質については次の事実が知られている．

補題 6.6. MFA
1 (S)は [0, 1]F のコンパクト部分集合である．

証明. [0, 1]F がコンパクトなので，MFA
1 (S)が閉集合であることを見ればよい．互いに

素なA,B ∈ Fを任意に選び，π̃A,B = πA+πB−πA∪Bとおくと，π̃A,Bは連続写像である．
明らかに π̃−1

A,B({0})はMFA
1 (S)を包含する閉集合であるので，MFA

1 (S)の閉包も包含す
る．これは閉包に属する任意の元mがm(A)+m(B) = m(AtB)を満たすことを意味す
るので，mは有限加法的測度である．同様に π−1

S ({1})はMFA
1 (S)を包含する閉集合で

あるので，MFA
1 (S)の閉包も包含する．これはm(S) = 1を意味するので，m ∈MFA

1 (S)

がわかった．

D( · |ν)が τ 位相に関して良い速度関数であることを証明する．

75ここで分割Aは kに無関係なものが取れることに注意せよ．実際，各 fk の単関数近似に現れる分割
A(k) (1 ≤ k ≤ m)の共通の細分を Aとおけばよい．

76Tychonoffの定理については [21, 定理 2.28]や [6, 定理 23.3]などを見よ．
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命題 6.2の証明. q ∈ [0, 1]のとき，p ∈ [0, 1] 7→ p log(p/q)は下半連続である．実際，
q 6= 0のときは連続関数で，q = 0のときは２点集合 {0,∞}に値を取る下半連続関数で
ある．Rkの各成分への射影が連続なので，q = (q1, . . . , qk) ∈M1(J1, kK)のとき，

M1(J1, kK) 3 p = (p1, . . . , pk) 7→ Dk(p|q) =
k∑
i=1

pi log
pi
qi
∈ [0,∞]

も下半連続である．
任意の ν ∈M1を取り，以下ではそれを固定して議論する．各分割A = (A1, . . . , A|A|)

に対して，µ 7→ (µ(A1), . . . , µ(A|A|))の連続性により，写像

MFA
1 (S) 3 µ 7→ D|A|(µA|νA) =

|A|∑
i=1

µ(Ai) log
µ(Ai)

ν(Ai)
∈ [0,∞]

は下半連続である．（D|A|(µA|νA)とD(µ|ν)の定義が有限加法的確率測度の場合まで自然
に延長することは自明であろう．）したがって，補題 1.12により

MFA
1 (S) 3 µ 7→ D(µ|ν) = sup

A∈Prt(S)

D|A|(µA|νA) ∈ [0,∞]

も下半連続であるため，各 r ∈ [0,∞)に対して {µ ∈MFA
1 (S) | D(µ|ν) ≤ r

} はコンパク
ト集合の閉部分集合，よってコンパクトであることがわかる．
M1上の２種類の位相が一致することを思い出すと，次の事実を確認すれば証明が完
成する． {

µ ∈MFA
1 (S) | D(µ|ν) ≤ r

}
= {µ ∈M1(S) | D(µ|ν) ≤ r} .

左辺が右辺を包含することは明らかなので，逆向きの包含のみが問題である．µが可算
加法的でないならば，互いに素な {Ai}i∈N ⊂ F で µ(∪i∈NAi) 6=

∑
i∈N µ(Ai)を満たすも

のがある．各 n ∈ Nに対して Cn := ∪∞i=nAi とおくと，n → ∞のとき Cn ↘ ∅かつ
limn→∞ µ(Cn) > 0を満たす．分割An := (Cn, C

c
n)を考えると，

D2(µAn
|νAn) = µ(Cn) log

µ(Cn)

ν(Cn)
+ µ(Cc

n) log
µ(Cc

n)

ν(Cc
n)

となる．νは可算加法的なので limn→∞ ν(Cn) = 0となるため，上式の右辺は n→∞の
とき∞に発散する．よってD(µ|ν) =∞である．

6.3 離散確率論からの準備事項
本節を通じて n, k ∈ Nとする．A = (A1, · · · , Ak)が長さ kの分割で x ∈ Snのとき，

(`x)A = (`x(A1), . . . , `x(Ak))は k次元確率ベクトルであるが，その各成分は n−1N0に属
する．したがって，次のようなM1(J1, kK)の部分集合を考えるのは自然であろう．

Pn(J1, kK) := {p = (n1

n
, . . . , nk

n

) ∣∣ n1, . . . , nk ∈ N0, n1 + · · ·+ nk = n
}
.
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各 ni (1 ≤ i ≤ k)が取り得る値は 0, 1, . . . , nの高々(n+ 1)個なので，次の不等式はほぼ
自明である．

|Pn(J1, kK)| ≤ (n+ 1)k. (6.6)

さてPn(J1, kK)の任意の元 p =
(
n1

n
, . . . , nk

n

)が与えられたとする．このとき
Tn(p) = {(a1, . . . , an) ∈ J1, kKn | 各 i ∈ J1, kKに対して al = iとなる lの数が ni個 }

と定める．表現を変えると，

(

n1︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1,

n2︷ ︸︸ ︷
2, . . . , 2, . . . . . . ,

nk︷ ︸︸ ︷
k, . . . , k)

という長さ nの数列を並べ変えてできる数列を全て集めて作る集合が Tn(p)である．し
たがって，|Tn(p)| = n!/{n1! · · ·nk!}である．本節の目標は Tn(p)の重みに関する次の命
題である．（証明は本節の最後の方で与える．）

命題 6.7. p =
(
n1

n
, . . . , nk

n

)
∈ Pn(J1, kK)および q ∈M1(J1, kK)とすると，

(n+ 1)−ke−nDk(p|q) ≤ q⊗n(Tn(p)) ≤ e−nDk(p|q)

が成立する．

上の命題を証明する前に補題をいくつか証明する．

補題 6.8. l ∈ Nかつm ∈ N0のとき，m!/l! ≥ lm−lが成り立つ．

証明. m ≥ lのとき，示すべき不等式はm! ≥ lm−ll!と同値である．これを書き下すと，

m(m− 1) · · · (l + 1)︸ ︷︷ ︸
m−l

×l! ≥ l · · · l︸ ︷︷ ︸
m−l

×l!

となるので，明らかに成り立つことがわかる．
m < lのとき，示すべき不等式は ll−mm! ≥ l!と同値である．これを書き下すと，

l · · · l︸ ︷︷ ︸
m−l

×m! ≥ l(l − 1) · · · (m+ 1)︸ ︷︷ ︸
m−l

×m!

となるので，この場合も明らかに成り立つことがわかる．
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補題 6.9. p =
(
n1

n
, . . . , nk

n

)
∈ Pn(J1, kK)および q ∈ M1(J1, kK)とすると，任意の a =

(a1, . . . , an) ∈ Tn(p)に対して

q⊗n({a}) = e−n{Dk(p)+Dk(p|q)} (6.7)

が成立する．特に q = pのときはDk(p|q) = 0なので，次が成立する．

p⊗n({a}) = e−nDk(p).

証明. p = (p1, . . . , pk)および q = (q1, . . . , qk)と表す．全ての qiが正のときは，単純計算
により

q⊗n({a}) = q⊗n
(
{(

n1︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1,

n2︷ ︸︸ ︷
2, . . . , 2, . . . . . . ,

nk︷ ︸︸ ︷
k, . . . , k)}

)
= qn1

1 · · · q
nk
k = qnp11 · · · qnpkk

= exp
(
n

k∑
i=1

pi log qi

)
= exp

(
−n

k∑
i=1

(−pi log pi + pi log
pi
qi
)
)

= exp
(
−n{Dk(p) +Dk(p|q)}

)
となり，(6.7)が得られた．
qi = 0かつ pi = ni/n > 0を満たす iが存在するときは，(6.7)の左辺は明らかに 0で，
右辺も e−∞ = 0なので，この場合も (6.7)は成り立つ．
qi = 0ならば pi = ni/n = 0となる場合は，qi = 0となる iに対応する情報は (6.7)の
左辺には現れず，0 log 0 = 0 log 0

0
= 0という約束により右辺にも現れない．よって，こ

の場合も (6.7)は成り立つ．

補題 6.10. p =
(
n1

n
, . . . , nk

n

)
∈ Pn(J1, kK)とすると，

(n+ 1)−kenDk(p) ≤ |Tn(p)| ≤ enDk(p)

が成り立つ．

証明. Tn(p)に属する全ての元は p⊗nに関して同じ重みを持つので， 補題 6.9により

1 ≥ p⊗n(Tn(p)) = |Tn(p)|e−nDk(p). (6.8)

となり，上からの評価を得る．
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下からの評価を示す．p = (p1, . . . , pk)の台を∆(p) := {i ∈ J1, kK | pi > 0}と表す．
∆(r) ⊂ ∆(p)を満たす r = (r1, . . . , rk) ∈ Pn(J1, kK)を任意に取る．このとき pi = 0なら
ば ri = 0なので，Tn(r)に属する数列は iという文字を含まない．したがって，

p⊗n(Tn(r)) = |Tn(r)|
∏

i∈∆(p)

pnrii = n!
∏

i∈∆(p)

pnrii /(nri)!

と求まるので，補題 6.8を用いて
p⊗n(Tn(p))
p⊗n(Tn(r))

=
∏

i∈∆(p)

(nri)!

(npi)!
(npi)

npi−nri · nnri−npi

≥
∏

i∈∆(p)

(npi)
nri−npi

= nn
∑

i∈∆(p) ri−n
∑

i∈∆(p) pi = nn(1−1) = 1

を得る．よってこの場合は

p⊗n(Tn(p)) ≥ p⊗n(Tn(r)) (6.9)

が示せた．なお r ∈ Pn(J1, kK)が∆(r) ⊂ ∆(p)を満たさないときは，pi = 0かつ ri > 0

となる iが存在するので，(6.9)の右辺は 0である．よって，いずれにせよ (6.9)は成り
立つ．J1, kKnが Tn(r)たちの非交和に分解するため，

1 =
∑

r∈Pn(J1,kK)
p⊗n(Tn(r)) ≤ |Pn(J1, kK)| p⊗n(Tn(p)) ≤ (n+ 1)k|Tn(p)| e−nDk(p)

が成り立つ．ここで (6.6), (6.8), (6.9)を用いた．これで求める下からの評価を得る．

命題 6.7の証明. 補題 6.9から直ちに

q⊗n(Tn(p)) = |Tn(p)|e−n{Dk(p)+Dk(p|q)}

が従うので，この式の右辺に補題 6.10を適用すればよい．

本節の最後に経験平均分布 `xと分割Aに関する簡単な事実を述べる．

補題 6.11. A = (A1, . . . , Ak)を分割，p =
(
n1

n
, . . . , nk

n

)
∈ Pn(J1, kK)，ν ∈ M1(S)とす

る．このとき次が成り立つ．

ν⊗n({x = (x1, . . . , xn) ∈ Sn | (`x)A = p}) = (νA)
⊗n(Tn(p)).
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証明. xに対する条件 (`x)A = pは各 i ∈ J1, kKに対して |{j ∈ J1, nK | xj ∈ Ai}| = niと
なることと同値である．

Sn =
⋃
{Ai1 × · · · × Ain | (i1, . . . , in) ∈ J1, kKn}

という Sn の非交和分解により，これらの条件は「ある (i1, . . . , in) ∈ Tn(p)に対して
x ∈ Ai1 × · · · × Ain」とも同値である．したがって，示すべき式の左辺は次に等しい．∑
(i1,...,in)∈Tn(p)

ν⊗n(Ai1 × · · · × Ain) =
∑

(i1,...,in)∈Tn(p)

ν(Ai1)× · · · × ν(Ain) = (νA)
⊗n(Tn(p)).

これで補題の証明が終わった．

6.4 下からの評価の証明
本節では一般化された Sanovの大偏差原理（定理 6.3）の下からの評価を証明する．
定理 6.3の下からの評価の証明. 任意の Γ ∈ Gcylに対して以下の不等式を示せば十分で
ある．

lim
n→∞

1

n
log λ⊗n({x ∈ Sn | `x ∈ Γ}) ≥ −D(µ|λ), µ ∈ Γ◦. (6.10)

以下では λと Γを固定して，この評価を示す．
ここから (6.10)の証明を始める．τ位相に関する近傍U(µ;A1, . . . , Ak, ε)の定義に関し
ては (6.3)を見よ．(A1, . . . , Ak) =: AがSの分割をなす場合はこの近傍を単にU(µ;A, ε)
と表す．µ ∈ Γ◦を任意に取る．包含 (6.5)により，ある分割A = (A1, . . . , Ak)とε ∈ (0,∞)

が存在して，U(µ;A, ε) ⊂ Γ◦となる．この近傍の部分集合

W (µ;A, ε) := {γ ∈ U(µ;A, ε) | µ(Ai) = 0となる i ∈ J1, kKに対して γ(Ai) = 0}

の重みを下から評価する．
p(n) = (p(n)1, . . . , p(n)k) ∈ Pn(J1, kK) （n ∈ N）を次の２条件を満たすように選ぶ．

• µ(Ai) = 0となる i ∈ J1, kKに対して p(n)i = 0

• 各 i ∈ J1, kKに対して limn→∞ p(n)i = µ(Ai).

以下では εn := max1≤i≤k |p(n)i − µ(Ai)|をおく．明らかに limn→∞ εn = 0である．
εn ≤ εのとき，定義から明らかに (`x)A = p(n)ならば `x ∈ W (µ;A, ε)なので，

λ⊗n({x ∈ Sn | `x ∈ Γ}) ≥ λ⊗n({x ∈ Sn | `x ∈ W (µ;A, ε)})
≥ λ⊗n({x ∈ Sn | (`x)A = p(n)})
= (λA)

⊗n(Tn(p(n)))
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≥ (n+ 1)−k exp
[
−nDk(p(n)|λA)

]
上の３行目で補題 6.11を，４行目で命題 6.7を用いた．Dkの定義と p(n)の選び方によ
り，λ(Ai) = 0かどうかで場合わけをすると limn→∞Dk(p(n)|λA) = Dk(µA|λA)が簡単に
得られる．したがって

lim
n→∞

1

n
log λ⊗n({x ∈ Sn | `x ∈ Γ}) ≥ −Dk(µA|λA) ≥ −D(µ|λ)

となり，目標とする (6.10)が証明できた．以上で下からの評価の証明を終わる．

6.5 上からの評価の証明
本節では一般化された Sanovの大偏差原理（定理 6.3）の上からの評価を証明する．証
明の鍵になるのは次の不等式である．
補題 6.12. 任意の ν ∈M1(S)と Γ ∈ Gcylに対して，次の不等式が成立する．

sup
A∈Prt(S)

inf{D|A|(µA|νA) | µ ∈ Γ} ≥ inf{D(µ|ν) | µ ∈ Γ}. (6.11)

この補題の証明は後回しにして，先にこの補題を用いて上からの評価を証明しよう．
定理 6.3の上からの評価の証明. 分割A = (A1, . . . , Ak)に対して，写像 µ ∈ M1(S) 7→
µA ∈M1(J1, kK)を ρAと表す．なお µ ∈ ρ−1

A (ρA(Γ))であることは，ある µ̃ ∈ Γが存在し
て各 i ∈ J1, kKに対してµ(Ai) = µ̃(Ai)を満たすことと同値である．当然 ρ−1

A (ρA(Γ)) ⊃ Γ

である．これを用いて次の評価を得る．
λ⊗n({x ∈ Sn | `x ∈ Γ}) ≤ λ⊗n({x ∈ Sn | `x ∈ ρ−1

A (ρA(Γ))})
= λ⊗n({x ∈ Sn | (`x)A ∈ ρA(Γ) ∩ Pn(J1, kK)})
≤ (n+ 1)kmax{(λA)⊗n(Tn(p)) | p ∈ ρA(Γ) ∩ Pn(J1, kK)}
≤ (n+ 1)k exp

[
−n inf{D|A|(µA|λA) | µ ∈ Γ}

]
.

下から２つ目の不等号では (6.6)と補題 6.11を，最後の不等号では命題 6.7を用いた．し
たがって，

lim
n→∞

1

n
log λ⊗n({x ∈ Sn | `x ∈ Γ}) ≤ inf

A∈Prt(S)

[
− inf{D|A|(µA|λA) | µ ∈ Γ}

]
= − sup

A∈Prt(S)

inf{D|A|(µA|λA) | µ ∈ Γ}

≤ − inf{D(µ|λ) | µ ∈ Γ}

が成り立つ．最後の不等号で補題 6.12を用いた．これで目標とする定理 6.3の上からの
評価が証明された．
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補題 6.12の証明. 本証明中ではα ∈ [0,∞)とし，ダイバージェンス球をK(ν, α) := {µ ∈
M1(S) | D(µ|ν) ≤ α} と表す．命題 6.2で見たように，K(ν, α)は τ 位相に関してコン
パクトである．
不等式 (6.11)を示すためには，

α > sup
A∈Prt(S)

inf{D|A|(µA|νA) | µ ∈ Γ} =⇒ Γ ∩K(ν, α) 6= ∅ (6.12)

を確認すれば十分である．以下ではこれを示す．
【第 1段】まず本段では

Γ =
⋂

A∈Prt(S)

ρ−1
A (ρA(Γ))

を示す．Γ ⊂ ρ−1
A (ρA(Γ))なので，左辺が右辺に包含されることは明らかである．逆向きの

包含が問題だが，それは次の条件と同値である．「任意の分割Aに対してµ ∈ ρ−1
A (ρA(Γ))

ならば，任意の分割Aと ε ∈ (0,∞)に対してU(µ;A, ε) ∩ Γ 6= ∅となる．」（ここで (6.5)

を暗に用いている．）
上記の鉤括弧内の条件を示す．ε ∈ (0,∞)を任意とする．任意の分割A = (A1, . . . , Ak)

に対して，U(µ;A, ε)∩ ρ−1
A (ρA(Γ)) 6= ∅なので，ある µ′がこの集合に属する．このとき，

ある µ̃ ∈ Γが存在して各 i ∈ J1, kKに対して µ′(Ai) = µ̃(Ai)を満たす．U(µ;A, ε)の定義
により，µ̃ ∈ U(µ;A, ε)とわかるので，U(µ;A, ε) ∩ Γ 6= ∅が得られた．以上で第１段を
終わる．
【第２段】続いて本段では

α > sup
A∈Prt(S)

inf{D|A|(µA|νA) | µ ∈ Γ}

=⇒ 任意の分割Aに対して ρ−1
A (ρA(Γ)) ∩K(ν, α) 6= ∅

を示す．
左側の条件を仮定すると，任意の分割A = (A1, . . . , Ak)に対して，ある µ ∈ Γが存
在して，Dk(µA|νA) < αを満たす．特にDk(µA|νA)は有限なので，ν(Ai) = 0のときは
µ(Ai) = 0であることに注意せよ．この µから別の測度 γ ∈ M1(S)を以下のように定
める．

γ(C) =
∑′

1≤i≤k

µ(Ai)

ν(Ai)
ν(Ai ∩ C), C ∈ F .

ここで∑′
iは条件 ν(Ai) > 0を満たす i ∈ J1, kKに関して和を取ることを意味する．した

がって，各 iに対してγ(Ai) = µ(Ai)，すなわちγA = µAが成り立つ．特にγ ∈ ρ−1
A (ρA(Γ))

である．
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E = (E1, . . . , Em)を任意の分割とする．作り方から明らかに γは νに対して絶対連続
なので，ν(Ai) = 0のときは γ(Ai) = 0となる．したがって，

D|E|(γE |νE) =
∑′′

1≤j≤m

γ(Ej) log
γ(Ej)

ν(Ej)

=
∑′′

1≤j≤m

ν(Ej)

(∑′

1≤i≤k

µ(Ai)

ν(Ai)

ν(Ai ∩ Ej)
ν(Ej)

)
log

(∑′

1≤i≤k

µ(Ai)

ν(Ai)

ν(Ai ∩ Ej)
ν(Ej)

)

≤
∑′′

1≤j≤m

ν(Ej)
∑′

1≤i≤k

µ(Ai)

ν(Ai)
log

(
µ(Ai)

ν(Ai)

)
ν(Ai ∩ Ej)
ν(Ej)

=
∑′

1≤i≤k

(∑′′

1≤j≤m

ν(Ai ∩ Ej)
)µ(Ai)
ν(Ai)

log
µ(Ai)

ν(Ai)

=
∑′

1≤i≤k

µ(Ai) log
µ(Ai)

ν(Ai)
= D|A|(µA|νA) < α

が成り立つ．ここで∑′′
j は条件 ν(Ej) > 0を満たす j ∈ J1,mKに関して和を取ることを

意味する．なお上の不等号では，∑′
i ν(Ai ∩ Ej)/ν(Ej) = 1であることから∑′

iに関す
る Jensenの不等式を用いた．E に関する上限を取ると，D(γ|ν) ≤ αを得る．77 これで
γ ∈ ρ−1

A (ρA(Γ)) ∩K(ν, α)がわかった．以上で第２段を終わる．
【第 3段】本段では (6.12)の証明を仕上げる．m ∈ Nと分割A(1), . . . ,A(m)を任意
に取る．分割 EがA(j)の細分のとき，ρ−1

A(j)(ρA(j)(Γ)) ⊃ ρ−1
E (ρE(Γ))となるので，特に E

をA(1), . . . ,A(m)の共通の細分とすれば，
m⋂
j=1

[
ρ−1
A(j)(ρA(j)(Γ)) ∩K(ν, α)

]
⊃ ρ−1

E (ρE(Γ)) ∩K(ν, α)

である．第２段の結果により右辺は空でないので左辺も空でない．よって{
ρ−1
A (ρA(Γ)) ∩K(ν, α)

∣∣∣ A ∈ Prt(S)
}

はコンパクト集合K(ν, α)内の閉集合の族で，有限交叉性を持つ．したがって，

∅ 6=
⋂

A∈Prt(S)

{
ρ−1
A (ρA(Γ)) ∩K(ν, α)

}
= Γ ∩K(ν, α)

が従う．ここで第１段の結果を用いた．以上で (6.12)が得られたので，第３段が終わり，
補題 6.12の証明が全て終わった．

77命題 6.1でD(γ|ν) = H(γ|ν)を得たので，H(γ|ν) ≤ αを示すという方法もある．これも難しくない．
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7 ランダム行列に由来する大偏差原理
本章ではランダム行列理論において非常に有名な大偏差原理を解説する．RN 上にお
いて (7.1)で定まる確率測度を導入し，それから（Sanovの定理の場合と類似の方法で）
経験測度を定める．この確率模型は対数気体と呼ばれている．このように定めた経験測
度の列がN →∞のときにR上の確率測度全体がなす空間M1(R)上で大偏差原理を満
たすことを証明する．78
まず記号を設定する．本章ではN ∈ Nとし，RN の一般的な元を λ = (λ1, . . . , λN)と
書き，N 次元 Lebesgue測度を dλ =

∏N
i=1 dλiと書く．また∆(λ) =

∏
1≤i<j≤N(λi − λj)

と定める．これは差積（またはVandermonde行列式）と呼ばれる．
正定数 βと連続関数 V : R→ Rから決まるRN 上の確率測度を研究するが，本章を通
じて βと V に対して以下の条件を課す．

(H) ある β′ > 1が存在して，β′ ≥ βおよび以下の不等式を満たす．

lim
|x|→∞

V (x)

β′ log |x|
> 1.

この条件 (H)を満たす V は下から有界で，任意の c ≥ 1に対して ∫R e−cV (x)dx < ∞と
なる．この状況の下でRN 上の確率測度QN

V,βを

QN
V,β(dλ) = (ZN

V,β)
−1|∆(λ)|βe−N

∑N
i=1 V (λi)dλ (7.1)

と定義する．ここで

ZN
V,β =

∫
RN

|∆(λ)|βe−N
∑N

i=1 V (λi)dλ ∈ (0,∞) (7.2)

は正規化定数である．（後で確認するが，実は ZN
V,βの値は有限である．）また正規化する

前の有限測度を Q̃N
V,β := ZN

V,βQN
V,βと書く．

さて連続写像 LN : RN →M1(R)を

LN(λ) =
δλ1 + · · ·+ δλN

N

と定める．79 ここでM1(R)はR上のBorel確率測度全体がなす集合に弱収束の位相を入
れたものである．QN

V,βの下でのLN の法則の漸近挙動は興味深い研究対象である．本章
の目標はN → ∞のときに {QN

V,β ◦ L−1
N }N∈Nが速度N2である良い速度関数に対して大

78本章の記述は [26]および [38, 51]を参考にした．
79この確率模型はポテンシャル V と逆温度 β を持つ対数気体（log-gas）と呼ばれる．
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偏差原理を満たすことの証明である．ここからこの大偏差原理を正確に述べるための準
備を始める．
まず自由エントロピーΣ:M1(R)→ [−∞,∞)を

Σ(µ) =

{∫
R2 log |x− y|µ(dx)µ(dy),

∫
R log(|x|+ 1)µ(dx) <∞のとき,

−∞, それ以外のとき
(7.3)

と定める．Σ(µ)が有限であれば，R2の対角線は µ ⊗ µに関して零集合である（特に µ

に関して任意の１点集合は零集合である）．さらに拡大非負値関数 IVβ :M1(R)→ [0,∞]

を

IVβ (µ) =

{∫
R V (x)µ(dx)− β

2
Σ(µ)− cVβ ,

∫
R V (x)µ(dx) <∞のとき,

∞, それ以外のとき
(7.4)

と定める．ここで
cVβ := inf

ν∈M1(R)

{∫
R
V (x)ν(dx)− β

2
Σ(ν)

}
とおいた．なお V は下から有界なので，∫R V (x)µ(dx)は積分確定であることに注意せ
よ．後述する補題 7.4において，Σと IVβ が矛盾なく定義されていることと，cVβ が有限で
あることを示す．また後述する補題 7.6において，IVβ が良い速度関数であることも示す．
(H)により ∫R V (x)µ(dx) <∞ならば ∫R log(|x|+ 1)µ(dx) <∞であることに注意せよ．
それでは本章の主定理を述べる．Sanovの定理の場合と同じく，これは確率測度の空
間上の確率測度の列に対する大偏差原理であることに注意せよ．

定理 7.1. 条件(H)を仮定する．このときBorel確率測度の列{QN
V,β◦L−1

N }N∈Nは，N →∞
とするとき速度N2で良い速度関数 IVβ に対してM1(R)上で大偏差原理を満たす．

注意 7.2. QN
V,β の例として最も重要なのはGauss型 β統計集団（を尺度変換したもの）

であるので，80 本注意でこれを解説する．β > 0に対して Vβ(x) = βx2/4と定めると，明
らかに条件 (H)は満たされている．このときRN 上の確率測度

PNVβ ,β(dλ) = (WN
Vβ ,β

)−1|∆(λ)|βe−β
∑N

i=1 λ
2
i /4dλ

をGauss型 β統計集団と呼ぶ．ここでWN
Vβ ,β
∈ (0,∞)は正規化定数である．このとき，

スカラー倍写像 (λ1, . . . , λN) 7→ (λ1/
√
N, . . . , λN/

√
N)による PNVβ ,βの像測度がQN

Vβ ,β
で

ある．言葉を換えると，(Λ1, . . . ,ΛN)がある確率空間の上で定義されたRN 値確率変数
でその法則が PNVβ ,βであれば，(Λ1/

√
N, . . . ,ΛN/

√
N)の法則がQN

Vβ ,β
になる．

80数学的には，「統計集団（ensemble）」とは要するに統計力学的に良い性質を持つ確率測度という意味
である．
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β = 1, 2, 4のときは PNVβ ,β は有名な N × N 型ランダム行列（すなわち行列値確率変
数）の固有値の分布であることが古くから知られている．β = 1, 2, 4に応じて，それぞ
れGauss型直交，ユニタリ，シンプレクティック統計集団の固有値の分布である．81 ここ
では直交統計集団のみを正確に紹介する．（他の２つに関してもほぼ同様の事実が知られ
ている．）
{Hjk | 1 ≤ j ≤ k <∞}を独立な平均 0の実数値Gauss確率変数列とし，Hjj (j ≥ 1)

の分散は 1，Hjk (j < k)の分散は 1/2とする．j > kに対してはHjk = Hkjとおく．こ
のとき [Hjk]1≤j,k≤N はN 次対称行列に値を取る確率変数になるが，これ（この法則）を
Gauss型直交統計集団と呼ぶ．[Hjk]1≤j,k≤NのN個の固有値Λ

(N)
1 , . . . ,Λ

(N)
N は全て実数で

あり，これらを並べたものの法則がPNV1,1であることが知られている．（本章では固有値た
ちに順序をつけずに，「対称化」したものを考える．）よって，(Λ

(N)
1 /
√
N, . . . ,Λ

(N)
N /
√
N)

の法則がQN
V1,1
に等しい．さて高名なWignerの半円則によれば，M1(R)値確率変数

LN(Λ
(N)
1 /
√
N, . . . ,Λ

(N)
N /
√
N) = N−1

{
δ
Λ
(N)
1 /

√
N
+ · · ·+ δ

Λ
(N)
N /

√
N

}
はN → ∞のときに半円分布 µsc(dx) := (2π)−1

√
(4− x2) ∨ 0 dxに確率収束する．82 特

にM1(R)上の確率測度列の弱収束の意味で limN→∞ QN
V1,1
◦ L−1

N = δµsc となる．ここで
右辺は µscに集中する点測度である．したがって {QN

V1,1
◦ L−1

N }N∈Nに関する大偏差原理
を問うのは自然な問題であろう．
ちなみに一般の β > 0の場合も PNVβ ,βがランダム行列の固有値の分布として実現でき
ることが比較的最近になって証明された．83

注意 7.3. 定理 7.1において現れる速度関数 IVβ は，以下のように現れることを形式的に
確かめておこう．（本注意の内容は厳密ではない．）まず∆(λ)と LN = LN(λ)の定義に
より

log |∆(λ)|β = β
∑

1≤i<j≤N

log |λi − λj| ≈
βN2

2

∫
R2

log |x− y|LN(dx)LN(dy) =
βN2

2
Σ(LN)

と書けることに注意する．ただし近似≈をする際に対角線からの寄与を無視した．また∑N
i=1 V (λi) = N

∫
R V (x)LN(dx)であるので，Laplace原理によりN →∞とするとき

1

N2
logZN

V,β =
1

N2
log

∫
RN

exp

{
N2

(
β

2
Σ(LN)−

∫
R
V (x)LN(dx)

)}
dλ

∼ sup
ν∈M1(R)

{
β

2
Σ(ν)−

∫
R
V (x)ν(dx)

}
= −cVβ

81例えば [26, 第 2.5節と第 4.1節]を見よ．
82例えば [26, 定理 2.1.1]を見よ．なお本章で示す結果の応用として，この収束は確率収束から概収束に
強められる．これについては後述の注意 7.13を見よ．

83[26, 第 4.5節]を見よ．
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が期待される．（勿論 RN 上の Lebesgue測度は確率測度ではないので，これは大偏差原
理の一般論からは従わないことに注意せよ．）これらのことから一般の µ ∈M1(R)に対
してN →∞とするとき

1

N2
logQN

V,β(LN ≈ µ) ∼ cVβ +
β

2
Σ(µ)−

∫
R
V (x)µ(dx) = −IVβ (µ)

となり，速度関数が IVβ であることが形式的に確かめられた．

7.1 非確率論的な補題
本節では定理 7.1の証明に必要な事実のうち，確率論的でないものを列挙する．以下
では f : R2 → (−∞,∞]を

f(x, y) =
1

2
V (x) +

1

2
V (y)− β

2
log |x− y|, (x, y) ∈ R2 (7.5)

と定める．
補題 7.4. Σ:M1(R) → [−∞,∞)と IVβ :M1(R) → [0,∞]は矛盾なく定義されており，
さらに cVβ ∈ Rである．
証明. 明らかに

log(|x|+ 1) + log(|y|+ 1)− log(|x|+ |y|) = log
(|x|+ 1)(|y|+ 1)

|x|+ |y|
≥ 0

となるので，

log |x− y| ≤ log(|x|+ |y|) ≤ log(|x|+ 1) + log(|y|+ 1), (x, y) ∈ R2 (7.6)

という不等式が成り立つ．よって ∫R log(|x|+ 1)µ(dx) <∞のとき，

Σ(µ) =

∫
R2

log |x− y|µ(dx)µ(dy)

≤
∫
R2

{log(|x|+ 1) + log(|y|+ 1)}µ(dx)µ(dy)

= 2

∫
R
log(|x|+ 1)µ(dx) <∞ (7.7)

となる．これでΣ(µ) ∈ [−∞,∞)とわかる．
次は cVβ < ∞を見よう．ν ∈ M1(R)として特に ν(dx) = 1[0,1](x)dx（区間 [0, 1]上の

Lebesgue測度）を取る．このとき

Σ(ν) =

∫∫
[0,1]2

log |x− y|dxdy
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= 2

∫∫
{0<y<x<1}

log(x− y)dxdy

= 2

∫ 1

0

([
(x− y) log(x− y)− (x− y)

]x=1

x=y

)
dy

= 2

∫ 1

0

{(1− y) log(1− y)− (1− y)}dy ∈ R

である．最右辺のdy積分の被積分関数は連続なので，最右辺は有限である．∫R V (x)ν(dx)

が有限なのは明らかなので，これで cVβ <∞が確認できた．
ここからしばらく (7.5)で定義された関数 f を調べる．(7.6)により，明らかに

f(x, y) ≥ 1

2
{V (x)− β log(|x|+ 1)}+ 1

2
{V (y)− β log(|y|+ 1)}

が成り立つ．|x| → ∞のときに

V (x)− β log(|x|+ 1) =

{
V (x)

β′ log |x|
− β

β′
log(|x|+ 1)

log |x|

}
β′ log |x|

と変形すると，(H)により中括弧内の第１項の下極限は 1より大であり，中括弧内の第
２項の極限は 1以下である．よって lim|x|→∞{V (x)− β log(|x|+ 1)} =∞である．これ
から

lim
|(x,y)|→∞

f(x, y) =∞, lim
|x−y|↘0

f(x, y) =∞

とわかる．なお２つ目の極限はほぼ自明である．より正確に述べると，limm→∞ am =∞
となる正数列 {am}m∈Nが存在して

|x| > m または |y| > m または |x− y| < 1/m =⇒ f(x, y) ≥ am (7.8)

となる．コンパクト集合 {(x, y) ∈ R2 | |x| ≤ m, |y| ≤ m, |x− y| ≥ 1/m}上では f は連続
なので，f は下から有界である．以下では f := inf{f(x, y) | (x, y) ∈ R2}と表す．
定義の仕方から明らかに

cVβ = inf

{∫
R
V (x)ν(dx)− β

2
Σ(ν)

∣∣∣∣ ν ∈M1(R),
∫
R
log(|x|+ 1)ν(dx) <∞

}
である．条件 ∫R log(|x|+ 1)ν(dx) <∞の下で，∫

R
V (x)ν(dx)− β

2
Σ(ν)

=
1

2

∫
R
V (x)ν(dx) +

1

2

∫
R
V (y)ν(dy) +

∫
R2

(
−β
2

)
log |x− y|ν(dx)ν(dy)

=

∫
R2

f(x, y)ν(dx)ν(dy) ≥ f > −∞
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が成り立つ．（なお上記の積分計算の中で “∞−∞”という不定形は生じていないことに
注意せよ．）これで cVβ > −∞とわかったので，結局 cVβ ∈ Rが示せた．∫

R V (x)µ(dx) < ∞のときは IVβ (µ) =
∫
R V (x)µ(dx) − β

2
Σ(µ) − cVβ であるが，右辺の

第 1項と第 3項は有限なので，IVβ (µ) ∈ [0,∞]である．これで IVβ が拡大非負値関数とし
て矛盾なく定義されていることが示せた．
補題 7.5. 直積測度を作る以下の対応は連続写像である．

M1(R)×M1(R) 3 (µ, ν) 7→ µ⊗ ν ∈M1(R2).

ここで確率測度の空間の位相は弱収束の位相であり，左辺の直積集合の位相は直積位相
である．84

証明. M1(R)の列 {µn}と {νn}がそれぞれ limn→∞ µn = µ∞および limn→∞ νn = ν∞と
M1(R)において弱収束していると仮定し，limn→∞ µn ⊗ νn = µ∞ ⊗ ν∞とM1(R2)にお
いて弱収束することを示せばよい．
仮定により {µn}と {νn}は緊密なので，任意の ε ∈ (0, 1)に対してRのコンパクト集
合 Aεと Bεが存在して，任意の nに対して µn(A

c
ε) ∨ νn(Bc

ε) < ε を満たす．このとき
Aε × Bεもコンパクトで

µn ⊗ νn((Aε × Bε)
c) ≤ µn ⊗ νn(R× Bc

ε) + µn ⊗ νn(Acε × R) < 2ε

となるため，{µn⊗ νn}もM1(R2)において緊密（よって相対コンパクト）である．よっ
て，この列の集積点が µ∞ ⊗ ν∞のみであることを示せば証明が終わる．
ηを上記の列の任意の集積点とし，{µn(k) ⊗ νn(k)}k∈Nを ηに弱収束する部分列とする
と，R上の任意の有界連続関数 f と gに対して∫

R2

f(x)g(y)η(dxdy) = lim
k→∞

∫
R2

f(x)g(y)µn(k)(dx)νn(k)(dy)

= lim
k→∞

∫
R
f(x)µn(k)(dx)

∫
R
g(y)νn(k)(dy)

=

∫
R
f(x)µ∞(dx)

∫
R
g(y)ν∞(dy) (7.9)

を満たす．直感的には自明であろうが，この条件を満たす η ∈M1(R2)は µ∞⊗ ν∞に限
ることを以下で厳密に示すので，それで本補題の証明が完成する．
AとBをRの任意の閉集合とする．このとき 1Aと 1B にそれぞれ各点収束する [0, 1]

値連続関数の列 {fn}と {gn}が存在するので，これらを (7.9)に代入して有界収束定理
を用いると，

η(A× B) = µ∞(A)ν∞(B) (7.10)

84ちなみに直積測度を作る操作の弱収束に関する連続性は，より一般に２つの可分距離空間の直積の場
合でも同様に成立する．詳しくは [27, 定理 2.8]を見よ．そこでの証明法はここで与えるものとははっき
り異なる．
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を得る．（例えば，fn(x) = {1 + ndR(x,A)|}−1および gn(x) = {1 + ndR(x,B)|}−1とおけ
ばよい．）
B(R)をRのBorel加法族とし，

L1 := {A ∈ B(R) |任意の閉集合B ⊂ Rに対して (7.10)が成立 }
と定めると，これは Rの閉集合全体を含む R上の単調族である．Rの閉集合全体は集
合代数であるから単調族定理が使えて，L1はRの任意のBorel集合を含むことがわかる
が，これは (7.10)が任意のBorel集合Aと任意の閉集合Bに対して成立することを意味
する．そこで次は役割を交換して

L2 := {B ∈ B(R) |任意のA ∈ B(R)に対して (7.10)が成立 }
と定めて同様に議論を進めると，(7.10)が任意のA,B ∈ B(R)に対して成立することが
示せる．直積測度の定義により，これは η = µ∞ ⊗ ν∞と同値である．

次の補題で IVβ が良い速度関数であることを証明する．この補題中で IVβ を別の形に書
き換えるが，この新しい形は煩わしい場合分けから解放されているために扱いやすく便
利である．なお補題 7.4の証明中で見たように，fは下から有界なので，(7.11)の右辺第
１項の積分はR ∪ {∞}に値を取る．
補題 7.6. IVβ はM1(R)上の良い速度関数である．また

IVβ (µ) =

∫
R2

f(x, y)µ(dx)µ(dy)− cVβ , µ ∈M1(R) (7.11)

が成り立つ．
証明. (H)の下では ∫R V (x)µ(dx) <∞ならば ∫R log(|x|+1)µ(dx) <∞であることをま
ず最初に注意しておく．よって，このときΣ(µ) =

∫
R2 log |x− y|µ(dx)µ(dy)である．

IVβ (µ) <∞とする．上の注意と (7.7)を合わせて考えると，このとき ∫R V (x)µ(dx) ∈ R
かつΣ(µ) ∈ Rである．すると

IVβ (µ) =

∫
R
V (x)µ(dx)− β

2
Σ(µ)− cVβ

=

∫
R2

f(x, y)µ(dx)µ(dy)− cVβ

= sup
M>0

∫
R2

f(x, y) ∧M µ(dx)µ(dy)− cVβ (7.12)

(7.12)の最後の等号では，f が下から有界であることと単調収束定理を用いた．各M に
対して f ∧M は有界連続なので，補題 7.5により µ 7→

∫
R2 f(x, y) ∧M µ(dx)µ(dy)は連

続である．したがって，各 r <∞に対して{
µ ∈M1(R) | IVβ (µ) ≤ r

}
=
⋂
M>0

{
µ ∈M1(R)

∣∣∣∣ ∫
R2

f(x, y) ∧Mµ(dx)µ(dy) ≤ r + cVβ

}
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は閉集合であるから，IVβ は下半連続である．これで IVβ が速度関数であることがわかった．
(7.11)の証明を完成させるためには，後は ∫R2 f(x, y)µ(dx)µ(dy) <∞ならば IVβ (µ) <

∞となることを見れば十分である．δ > 0が十分小さいときには，V δ := (1− δ)V が再
び (H)を満たすことに注意せよ．(7.5)における V をこの V δ に取り替えて定まる関数
を f δと書くことにする．すると

∞ >

∫
R2

{
1

2
V (x) +

1

2
V (y)− β

2
log |x− y|

}
µ(dx)µ(dy)

=

∫
R2

{
δ

2
V (x) +

δ

2
V (y) + f δ(x, y)

}
µ(dx)µ(dy) (7.13)

となるが，最右辺の３個の被積分関数 V (x), V (y), f δ(x, y)はどれも下から有界なので，
結局どれも可積分である．特に ∫R V (x)µ(dx) ∈ Rが示せた．この可積分性により，(7.13)
の 1行目の積分をバラして移項していいので，∞ > −(β/2)

∫
R2 log |x− y|µ(dx)µ(dy)を

得る．以上をまとめてΣ(µ) ∈ Rとわかる．これで IVβ (µ) <∞が証明できた．
最後に IVβ (µ)が良いことを示す．(7.8)により

{(x, y) ∈ R2 | |x| > m, |y| > m} ⊂ {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) ≥ am}

となるので，IVβ (µ) ≤ r <∞であれば，

µ(|x| > m)2 = µ⊗ µ(|x| > m, |y| > m)

≤ µ⊗ µ(f(x, y) ≥ am)

≤ 1

am − f

∫
R2

{f(x, y)− f}µ(dx)µ(dy)

=
IVβ (µ) + cVβ − f

am − f
≤
r + cVβ − f
am − f

(7.14)

が成立する．ここで (7.11)を使った．m→∞のとき (7.14)の最右辺は 0に収束するの
で，閉集合 {µ ∈M1(R) | IVβ (µ) ≤ r}は緊密（すなわち相対コンパクト）なので，結局
コンパクトである．これで IVβ (µ)が良いことが示せたので，補題の証明が完成した．

次の補題は自由エントロピーΣがある意味で狭義凹であることを主張する．この事実
は速度関数 IVβ の零点が唯一であることの証明に用いられる．

補題 7.7. µ1, µ2 ∈M1(R)をコンパクトな台を持つ相異なる確率測度とし，Σ(µ1),Σ(µ2) ∈
Rとする．このとき

Σ(θµ1 + (1− θ)µ2) > θΣ(µ1) + (1− θ)Σ(µ2), θ ∈ (0, 1) (7.15)

が成立する．
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証明. ν ∈M1(R)と r ∈ (0,∞)とする．任意のBorel集合A ⊂ Rに対してνr(A) = ν(rA)

とおいて νr ∈ M1(R)を定義する．ここで rA := {rx | x ∈ A}である．νがコンパクト
な台を持つとき，Σ(ν)を定義する２重積分は積分確定なので，

Σ(νr) =

∫
R2

log |x− y|νr(dx)νr(dy) =
∫
R2

log |rx− ry|ν(dx)ν(dy) = Σ(ν) + log r

と計算してよい．これから
Σ(θµr1+(1−θ)µr2)−θΣ(µr1)− (1−θ)Σ(µr2) = Σ(θµ1+(1−θ)µ2)−θΣ(µ1)− (1−θ)Σ(µ2)

を得る．したがって (7.15)において (µ1, µ2)を (µr1, µ
r
2)に取り替えた不等式も元の (7.15)

と同値である．また rを十分大きく取れば，µr1の台も µr2の台も [−1/2, 1/2]に含まれる．
以上により，台が [−1/2, 1/2]に含まれるような (µ1, µ2)に対してのみ (7.15)を証明すれ
ば十分だとわかる．
ここでいくつか定義する．i, j = 1, 2に対して

Σ(µi, µj) :=

∫
R2

log |x− y|µi(dx)µj(dy) ∈ [−∞, 0]

と定め，
Σ(µ1 − µ2, µ1 − µ2) := Σ(µ1, µ1)− Σ(µ1, µ2)

− Σ(µ2, µ1) + Σ(µ2, µ2) ∈ (−∞,∞] (7.16)

と定める．台に対する仮定によりΣ(µi, µj) ≤ 0である．定義によりΣ(µi, µi)＝Σ(µi) ∈
R (i = 1, 2)なので，(7.16)の右辺で “∞−∞”という不定形は生じていない．
ここからΣ(µi, µj)を計算し，有限であることを見る．

1

z
=

1

2z

∫ ∞

0

e−u/2du, z > 0

というほぼ自明の等式において u = z2/tとおき変数を uから tに変換すると，
1

z
=

1

2

∫ ∞

0

z

t2
e−z

2/(2t)dt, z > 0

を得る．次に zを 1から |x− y|まで積分して，Fubiniの定理を用いると

log |x− y| =
∫ ∞

0

1

2t

{
exp
(
− 1

2t

)
− exp

(
−|x− y|

2

2t

)}
dt

という対数関数の表示式を得る．この式の両辺を µi ⊗ µjで積分する．このとき µi ⊗ µj
に関してほとんど全ての (x, y)に対して |x− y| ≤ 1，よって被積分関数は非正であるた
めに，Fubiniの定理が再び使えて

Σ(µi, µi)＝
∫ ∞

0

1

2t

[∫
R2

{
exp
(
− 1

2t

)
− exp

(
−|x− y|

2

2t

)}
µi(dx)µj(dy)

]
dt (7.17)
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を得る．この (7.17)を (7.16)に代入する．(7.16)の右辺の各項を tに関する積分と見た
場合，Σ(µ1, µ1) + Σ(µ2, µ2)は可積分，−Σ(µ1, µ2)− Σ(µ2, µ1)は積分確定で [0,∞]値で
ある．特に “∞−∞”という不定形は生じていないので，tに関する４つの積分を一つに
まとめてよい．すなわち

Σ(µ1 − µ2, µ1 − µ2)

=

∫ ∞

0

1

2t

[∫
R2

{
exp
(
− 1

2t

)
− exp

(
−|x− y|

2

2t

)}
· {µ1(dx)µ1(dy)− µ1(dx)µ2(dy)− µ2(dx)µ1(dy) + µ2(dx)µ2(dy)}

]
dt

= −
∫ ∞

0

1

2t

[∫
R2

exp
(
−|x− y|

2

2t

)
(µ1 − µ2)(dx)(µ1 − µ2)(dy)

]
dt (7.18)

である．ここで (x, y)に関する定数項 exp(−1/(2t))が消えた点が重要である．
次は (7.18)の最右辺の被積分関数を計算する．Gauss関数の Fourier変換に関する有
名な公式

exp
(
−|x− y|

2

2t

)
=

√
t

2π

∫
R
exp
(
−tξ

2

2

)
e
√
−1(x−y)ξdξ, t > 0

を用いると，任意の t > 0と (x, y) ∈ R2に対して∫
R2

exp
(
−|x− y|

2

2t

)
(µ1 − µ2)(dx)(µ1 − µ2)(dy)

=

√
t

2π

∫
R

∣∣∣∫
R
　 e

√
−1xξ(µ1 − µ2)(dx)

∣∣∣2 exp(−tξ2
2

)
dξ ≥ 0 (7.19)

となることがわかる．(7.18)と (7.19)によりΣ(µ1−µ2, µ1−µ2) ≤ 0であるため，Σ(µ1, µ2)+

Σ(µ2, µ1) ≥ Σ(µ1) + Σ(µ2) > −∞を得るので，特に Σ(µ1, µ2) = Σ(µ2, µ1)も有限であ
る．これで (7.16)の右辺の４つの項は全て有限であることがわかった．
仮にΣ(µ1 − µ2, µ1 − µ2) = 0だとすると，(7.18)と (7.19)により，dξに関してほとん
ど全ての ξで， ∫

R
　 e

√
−1xξµ1(dx) =

∫
R
　 e

√
−1xξµ2(dx)

となる．確率測度の特性関数（Fourier変換）は ξの連続関数なので，実は上の等式は全
ての ξで成立している．特性関数が一致するため µ1 = µ2を得るが，これは本補題の仮
定に反する．よってΣ(µ1 − µ2, µ1 − µ2) < 0である．
(7.15)の左辺を展開して計算すると，

Σ(θµ1 + (1− θ)µ2)− θΣ(µ1)− (1− θ)Σ(µ2)

= θ2Σ(µ1) + θ(1− θ){Σ(µ1, µ2) + Σ(µ2, µ1)}+ (1− θ)2Σ(µ2)
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− θΣ(µ1)− (1− θ)Σ(µ2)

= (θ2 − θ)Σ(µ1 − µ2, µ1 − µ2) > 0

となる．すでに見たように上の計算で現れる項は全て有限である．以上で本補題が証明
できた．

補題 7.6で見たように IVβ は良い速度関数であるため，補題 1.13により IVβ は最小値 0

を取る．この最小値を達成する確率測度がどのような性質を持つのかを次の補題で見る．
確率測度 νの台を supp(ν)と書く．
補題 7.8. IVβ (σ

V
β ) = 0を満たす σVβ ∈ M1(R)が唯一存在する．supp(σVβ )はコンパクト

である．さらに σVβ は次の性質を持つ．ある定数AVβ ∈ Rに対して，

V (x)− β
∫
R
log |x− y|σVβ (dy) = AVβ , σVβ に関してほとんど全ての x ∈ R, (7.20)

V (x)− β
∫
R
log |x− y|σVβ (dy) ≥ AVβ , 全ての x /∈ supp(σVβ ) (7.21)

という２条件が成り立つ．（実は必然的にAVβ = 2cVβ −
∫
R V (y)σVβ (dy) である．）

証明. まず零点の一意性を見る．IVβ (σVβ ) = 0 = IVβ (τ
V
β )となる σVβ , τ

V
β (σVβ 6= τVβ )が存在

したとする．このとき σVβ と τVβ は共に補題 7.7の仮定を満たす．したがって θ ∈ (0, 1)で
あれば，θσVβ + (1− θ)τVβ もコンパクトな台を持ち，さらに

IVβ (θσ
V
β + (1− θ)τVβ ) = IVβ (θσ

V
β + (1− θ)τVβ )− θIVβ (σVβ )− (1− θ)IVβ (τVβ )

= Σ(θσVβ + (1− θ)τVβ )− θΣ(σVβ )− (1− θ)Σ(τVβ ) < 0

となり，IVβ の最小値を下回ってしまう．これは矛盾である．
ここからは IVβ の唯一の零点を σVβ と表す．補題 7.6の証明中で見たように，このとき∫

R V (x)σVβ (dx) ∈ RかつΣ(σVβ ) ∈ Rである．特に (x, y) 7→ log |x− y|は σVβ ⊗ σVβ に関し
て可積分である．
ϕとψをR上のコンパクトな台を持つ有界Borel可測関数とする．さらにψは非負値
であり，∫R ϕ(x)σVβ (dx) + ∫R ψ(x)dx = 0となることも仮定する．このとき

m(dx) := ϕ(x)σVβ (dx) + ψ(x)dx

とおくと，mはm(R) = 0を満たすR上の符号付き測度である．ε ∈ (0, 1)が十分小さい
ときは，

(σVβ + εm)(dx) = {1 + εϕ(x)}σVβ (dx) + εψ(x)dx

は（非負値）確率測度であることに注意すると，

IVβ (σ
V
β + εm) ≥ IVβ (σ

V
β ) = 0 (7.22)
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である．
mの台はコンパクトなので∫R V (x){σVβ +εm}(dx) ∈ Rである．したがって IVβ (σ

V
β +εm)

の定義式 (7.4)とΣ(σVβ + εm)の定義式 (7.3)ではどちらも場合分けの１つ目が生じてい
る．このとき

A1 :=

∫
R2

log |x− y|σVβ (dx)m(dy), A2 :=

∫
R2

log |x− y|m(dx)m(dy)

と定めると

Σ(σVβ + εm) = Σ(σVβ ) + 2εA1 + ε2A2 ∈ [−∞,∞) (7.23)

である．上で述べたようにΣ(σVβ ) ∈ Rである．以下でA1, A2 ∈ Rであることを見る．
R := supx∈R |ϕ(x)| ∨ |ψ(x)|とおく．十分大きな L > 1を取れば，コンパクト集合

KL := {(x, y) ∈ R2 | |x + y| ≤ L, |x − y| ≤ L}の外で ϕ(x)ϕ(y), ϕ(x)ψ(y), ψ(x)ϕ(y),

ψ(x)ψ(y)は消える．A2を展開すると

A2 =

∫
R2

log |x− y|ϕ(x)ϕ(y)σVβ (dx)σVβ (dy)

+ 2

∫
KL

log |x− y|ϕ(x)ψ(y)σVβ (dx)dy +
∫
KL

log |x− y|ψ(x)ψ(y)dxdy

となる．右辺第 1項は σVβ ⊗ σVβ に関して可積分であるので有限である．第 3項の正定数
倍が ∫ L

0

dv{
∫ 1

0

(− log u)du+

∫ L

1

log udu} = L(L logL− L+ 2) <∞

と評価できる．（変数変換 (u, v) = (x− y, x+ y)を行った．）第 2項を評価すると∣∣∣∫
KL

log |x− y|ϕ(x)ψ(y)σVβ (dx)dy
∣∣∣

≤ R2
{∫

{|x−y|<1}
− log |x− y|dyσVβ (dx) +

∫
{|x−y|≥1}∩KL

log |x− y|dyσVβ (dx)
}

≤ R2(2 + 2L logL) <∞

となり，これも有限である．以上でA2が有限であることが示せた．
A1を展開すると

A1 =

∫
R2

log |x− y|ϕ(y)σVβ (dx)σVβ (dy)

+

∫
{|x−y|<1}

log |x− y|ψ(y)dyσVβ (dx) +
∫
{|x−y|≥1}

log |x− y|ψ(y)dyσVβ (dx)
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この右辺第 1項と第 2項はA2の計算中に出てきたものと同じ理由で有限である．第 3項
は非積分関数が非負なので拡大非負値である．しかしA1 <∞なので第 3項も有限にな
る．以上でA1も有限であることが示せた．
(7.22)と (7.23)により，

IVβ (σ
V
β + εm)− IVβ (σVβ ) = ε

∫
R
V (x)m(dx)− εβA1 − ε2

β

2
A2 ≥ 0

となる．上式の両辺を εで割った後に ε↘ 0として，次の不等式を得る．∫
R

{
V (x)− β

∫
R
log |x− y|σVβ (dy)︸ ︷︷ ︸
=:G(x)

}
m(dx) ≥ 0. (7.24)

以下では簡単のためにG(x) := V (x) − β
∫
R log |x − y|σ

V
β (dy)と表す．すでに述べたよ

うにGは σVβ に関して可積分である．特に σVβ に関してほとんど確実に |G| <∞である．
(7.24)において特にm(dx) = ±ϕ(x)σVβ (dx) + 0 dxとなる特殊な場合を考えると，任意
のコンパクトな台を持つ有界 Borel可測関数 ϕで，∫R ϕ(x)σVβ (dx) = 0を満たすものに
対して ∫

R
G(x)ϕ(x)σVβ (dx) = 0 (7.25)

という等式を得る．
本段落では (7.25)から出発して，ある定数AVβ ∈ Rに対して (7.20)が成立することを証
明する．各n ∈ Nに対してBn := {x ∈ R | |G(x)| ≤ n}∩[−n, n]とおくと，{Bn}は広義単
調増大であり，σVβ (∪n∈NBn) = 1である．よってnが十分大きいときσV,nβ := σVβ ( · ∩Bn)は
非自明な有限測度である．(7.25)においてBnの外では消えるϕを考えると，Bn上の有界
Borel可測関数ϕで，∫

Bn
ϕ(x)σV,nβ (dx) = 0を満たすものに対して ∫

Bn
G(x)ϕ(x)σVβ (dx) =

0が成り立つことがわかる．一般の η ∈ L2(Bn, σ
V,n
β )で ∫

Bn
η(x)σV,nβ (dx) = 0を満たす

ものを考えよう．このとき各 N ∈ Nに対して，ηN := (−N) ∨ (η ∧ N)および ϕN :=

ηN − σV,nβ (Bn)
−1
∫
Bn
ηNdσV,nβ とおいた関数は有界で積分値が 0なので，

0 = lim
N→∞

∫
Bn

G(x)ϕN(x)σV,nβ (dx)

= lim
N→∞

{∫
Bn

G(x)ηN(x)σV,nβ (dx)− σV,nβ (Bn)
−1

∫
Bn

G(x)σV,nβ (dx)

∫
Bn

ηN(x)σV,nβ (dx)

}
=

∫
Bn

G(x)η(x)σV,nβ (dx)

となる．ここでGがBn上で有界であることとLebesgueの収束定理を用いた．したがっ
てG ↾Bnは積分値が 0である L2(Bn, σ

V,n
β )の任意の元と直交することがわかった．これ

はG ↾BnがL2(Bn, σ
V,n
β )の元として定数関数であることを意味する．nの任意性と {Bn}

の単調性により (7.20)が証明できた．
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この段落では (7.20)から σVβ の台がコンパクトであることを導く． (7.6)により

G(x) ≥ {V (x)− β log(|x|+ 1)} − β
∫
R
log(|y|+ 1)σVβ (dy)

と下から評価できる．右辺の積分は有限である．また補題 7.4の証明中で示したように，
|x| → ∞のとき右辺の中括弧の中は∞に発散する．よってGはほとんどいたる所定数
に等しいにもかかわらず lim|x|→∞G(x) = ∞となる．これは σVβ の台がコンパクトでな
い限り成立しない．
本段落ではGが supp(σVβ )

c上連続であることを示す．そのためには

H(x) :=

∫
supp(σV

β )

log |x− y|σVβ (dy)

とおいて，Hが開集合 supp(σVβ )
c上連続であることを示せばよい．x ∈ supp(σVβ )

cを任
意に取る．このとき δ > 0を十分小さく選べば (x− 2δ, x + 2δ) ∩ supp(σVβ ) = ∅となる．
{xn}n∈N ⊂ (x− δ, x+ δ)を xに収束する任意の点列とすると，(7.6)により

log δ ≤ log |xn − y| ≤ log(|xn|+ 1) + log(|y|+ 1) ≤ log(|x|+ δ + 1) + log(|y|+ 1)

という不等式が任意のy ∈ supp(σVβ )とnに対して成り立つ．この式の最右辺と最左辺はn

に無関係で σVβ 可積分な関数なので，Lebesgueの収束定理により limn→∞H(xn) = H(x)

を得る．これで所望の連続性が示せた．
さて (7.24)におけるmとして次の形をしたものを代入しよう．

m(dx) = −
(∫

R
ψ(x′)dx′

)
1supp(σV

β )(x)σ
V
β (dx) + ψ(x)dx

これと (7.20)と合わせて計算すると，

−
(∫

R
ψ(x)dx

)
AVβ +

∫
R
G(x)ψ(x)dx =

∫
R

{
−AVβ +G(x)

}
ψ(x)dx ≥ 0

が任意のコンパクト台を持つ非負有界関数ψに対して成立することがわかる．これから
Lebesgue測度 dxに関してほとんど全ての xについてG(x) ≥ AVβ が成り立つことがわか
る．Gは台の外側では連続なので (7.21)が成り立つ．
定数AVβ の表示を求める．まず (7.20)の両辺を σVβ で積分すると∫

R
V (x)σVβ (dx)− βΣ(σVβ ) = AVβ

となる．これと
IVβ (σ

V
β ) =

∫
R
V (x)σVβ (dx)−

β

2
Σ(σVβ )− cVβ = 0

から，簡単な計算でAVβ = 2cVβ −
∫
R V (y)σVβ (dy)と求まる．
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7.2 定理7.1の証明
本節では本章の主定理（定理 7.1）を証明をする．M1(R)上の距離としては計算の便
宜のために Prokhorov距離を採用する．85 本節では記号を簡単にするために，必要に応
じて LN(λ) = LλN と書く．また f : R2 → (−∞,∞]は (7.5)で定義された関数で，補題
7.4の証明中で見たように下から有界である．f の下限を f と表す．
まず最初に有限測度 Q̃N

V,β ◦ L−1
N := ZN

V,βQN
V,β ◦ L−1

N を上から評価する．A ⊂M1(R)が
Borel可測のとき，任意のM ∈ (0,∞)に対して

Q̃N
V,β(LN ∈ A)

=

∫
{Lλ

N∈A}
|∆(λ)|βe−N

∑N
i=1 V (λi)dλ

=

∫
{Lλ

N∈A}

∏
i<j

|λi − λj|βe−
∑N

i=1 V (λi) exp
(
−
∑
i<j

{V (λi) + V (λj)}
)
dλ

=

∫
{Lλ

N∈A}
e−

∑N
i=1 V (λi) exp

(
−2
∑
i<j

f(λi, λj)
)
dλ

=

∫
{Lλ

N∈A}
e−

∑N
i=1 V (λi) exp

(
−N2

∫
{x ̸=y}

f(x, y)LλN(dx)L
λ
N(dy)

)
dλ

≤
∫
{Lλ

N∈A}
e−

∑N
i=1 V (λi) exp

(
−N2

∫
{x ̸=y}

f(x, y) ∧M LλN(dx)L
λ
N(dy)

)
dλ

=

∫
{Lλ

N∈A}
e−

∑N
i=1 V (λi) exp

(
−N2

∫
R2

f(x, y) ∧M LλN(dx)L
λ
N(dy)

)
eMNdλ

≤
∫
{Lλ

N∈A}
e−

∑N
i=1 V (λi) exp

(
−N2 inf

µ∈A

∫
R2

f(x, y) ∧M µ(dx)µ(dy)
)
eMNdλ

≤
(
eM
∫
R
e−V (x)dx

)N
exp
(
−N2 inf

µ∈A

∫
R2

f(x, y) ∧M µ(dx)µ(dy)
)

(7.26)

と上から評価できる．Lebesgue測度 dλに関して {λ ∈ RN |ある i 6= jに対して λi = λj}
は零集合であることを使っている．∫R e−V (x)dx <∞かつ f は下から有界なので，(7.26)

の最右辺は有限である．
特にA =M1(R)のとき (7.26)の左辺の値は ZN

V,β に等しいため，ZN
V,β ∈ (0,∞)とわ

かる．より詳しくは

ZN
V,β ≤

(
eM
∫
R
e−V (x)dx

)N
exp
(
−N2 inf

µ∈M1(R)

∫
R2

f(x, y) ∧M µ(dx)µ(dy)
)

85Prokhorov距離を復習する．（例えば [27, Theorem 6.8]を参照せよ．）P,Q ∈M1(R)に対して，
d(P,Q) := inf{ε > 0 |任意の A ∈ B(R)に対して，P (A) ≤ Q(A(ε)) + εかつ Q(A) ≤ P (A(ε)) + ε}

と定義する．ただし A(ε) := {x ∈ R | d(x,A) < ε}である．このとき dはM1(R)上の距離であり，dが
誘導する位相は弱収束の位相と一致する．さらに (M1(R), d)は完備かつ可分である．
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と評価できるため，任意のM ∈ (0,∞)に対して

lim
N→∞

1

N2
logZN

V,β ≤ − inf
µ∈M1(R)

∫
R2

f(x, y) ∧M µ(dx)µ(dy) ≤ −f <∞ (7.27)

と評価できる．なお (7.26)でM →∞としたいところだが，実はこの極限操作は µに関
する下限と簡単には交換しないことを注意しておく．
大偏差原理の局所版を示すことにより主定理を証明する予定である．まずは上からの
評価をする．
補題 7.9. 任意の µ ∈M1(R)に対して，次の不等式が成立する．

lim
κ↘0

lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈ B(µ, κ)) ≤ −IVβ (µ)− cVβ .

証明. 任意のµ ∈M1(R)とκ ∈ (0,∞)に対して，(7.26)においてA = B(µ, κ)と取ると，

lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈ B(µ, κ)) ≤ − inf
ν∈B(µ,κ)

∫
R2

f(x, y) ∧M ν(dx)ν(dy)

となる．f∧MはR2上で有界連続なので，補題7.5によりν 7→
∫
R2 f(x, y)∧M ν(dx)ν(dy)

は連続である．したがって，上式で κ↘ 0として

lim
κ↘0

lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈ B(µ, κ)) ≤ −
∫
R2

f(x, y) ∧M µ(dx)µ(dy)

を得る．f は下から有界なので，M →∞のときに単調収束定理を用いて

lim
κ↘0

lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈ B(µ, κ)) ≤ −
∫
R2

f(x, y)µ(dx)µ(dy) = −IVβ (µ)− cVβ

を得る．右側の等式は補題 7.6による．
補題 7.10. 有限測度の列 {Q̃N

V,β ◦ L−1
N }N∈NはN →∞のとき指数的に緊密である．より

詳しくは，任意のR ∈ (1,∞)に対してコンパクト集合KR ⊂M1(R)が存在して，以下
の不等式を満たす．

lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈ (KR)
c) ≤ −R.

証明. δ ∈ (0, 1)が十分小さいときには，(1 − δ)V は再び (H)を満たすことを思い出そ
う．以下ではこのような δを１つ固定して使う．r ∈ (1,∞)に対してJr := {µ ∈M1(R) |∫
R V (x)µ(dx) ≤ r}とおく．lim|x|→∞ V (x) = ∞なので，Jrは緊密すなわち相対コンパ
クトである．ここで緊密性関数に関する補題 5.10を用いた．この補集合の測度を評価す
ると，

Q̃N
V,β(LN ∈ (Jr)

c) ≤
∫
{Lλ

N /∈Jr}
|∆(λ)|βe−N

∑N
i=1 V (λi)dλ
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=

∫
{N−1

∑N
i=1 V (λi)>r}

|∆(λ)|βe−δN
∑N

i=1 V (λi)e−N
∑N

i=1(1−δ)V (λi)dλ

≤ e−N
2δr

∫
RN

|∆(λ)|βe−N
∑N

i=1(1−δ)V (λi)dλ

= e−N
2δrZN

(1−δ)V,β

および
lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈ (Jr)
c) ≤ −δr + lim

N→∞

1

N2
logZN

(1−δ)V,β ≤ −δr − f

を得る．ここで (7.27)を用いた．よって r →∞のとき，右辺は−∞に発散する．Kr = Jr
とすると，明らかにKrはコンパクトで (Kr)

c ⊂ (Jr)
cを満たすので，指数的緊密性が証

明できた．
補題 7.11. 次の不等式が成立する．

lim
N→∞

1

N2
logZN

V,β ≤ −cVβ .

証明. r ∈ (cVβ ,∞)を任意に取る．補題 7.10により，このとき十分大きなコンパクト集
合K = Kr ⊂M1(R)が存在して，limN→∞N−2 log Q̃N

V,β(LN ∈ Kc) ≤ −rを満たす．
次は ε ∈ (0, 1)を任意に取る．補題 7.9により，任意の µ ∈ Kに対して κµ ∈ (0, 1)が
存在して，次の不等式を満たす．

lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈ B(µ, κµ)) ≤ −min{IVβ (µ) + cVβ − ε, ε−1}.

K のコンパクト性により，有限個の µ1, . . . , µm ∈ K が存在してK ⊂ ∪mi=1B(µi, κµi)と
被覆できる．
上の評価と補題 1.9を組み合わせると

lim
N→∞

1

N2
logZN

V,β

= lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈M1(R))

≤ lim
N→∞

1

N2
log

(
Q̃N
V,β(LN ∈ Kc) +

m∑
i=1

Q̃N
V,β(LN ∈ B(µi, κµi))

)

≤
(

lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈ Kc)

)
∨ max

1≤i≤m
lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈ B(µi, κµi))

≤ (−r) ∨ max
1≤i≤m

{
−min{IVβ (µi) + cVβ − ε, ε−1}

}
≤ (−r) ∨

[
−min{IVβ (µ1) + cVβ − ε, . . . , IVβ (µm) + cVβ − ε, ε−1}

]
を得る．全ての iに対して IVβ (µi) =∞ならば右辺は (−r) ∨ (−ε−1)以下である．ある i

に対して IVβ (µi) <∞ならば，εが十分小さいとき右辺は (−r) ∨ (−cVβ + ε)以下である．
いずれにせよ ε↘ 0とすると，−r ≤ −cVβ であるため左辺が−cVβ 以下だとわかる．
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次の補題で下からの評価を示す．

補題 7.12. 任意の µ ∈M1(R)に対して，次の不等式が成立する．

lim
κ↘0

lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈ B(µ, κ)) ≥ −IVβ (µ)− cVβ . (7.28)

特に
lim
N→∞

1

N2
logZN

V,β ≥ −cVβ . (7.29)

証明. ZN
V,β = Q̃N

V,β(LN ∈M1(R))なので，(7.29)は (7.28)から直ちに従う．よって (7.28)

を示すことに集中する．
明らかに IVβ (µ) <∞となるµに関してのみ (7.28)を示せば十分である．このときµ⊗µ
は対角線に重みを与えない．特に µはアトムを持たない（すなわち任意の１点集合は µ

零集合である）ので，特に分布関数 F (x) := µ((−∞, x])は連続関数である．
さらに supp(µ)がコンパクトであるという仮定を追加して (7.28)を示せば十分であるこ
とを見る．M ∈ Nを十分大として µM(dx) := µ([−M,M ])−11[−M,M ](x)µ(dx)と定める．
明らかに supp(µM)はコンパクトであり，Lebesgueの収束定理を用いて limM→∞ µM = µ

と弱収束することを簡単に証明できる．fが下から有界なので単調収束定理を（f − fに
対して）用いると，

lim
M→∞

{IVβ (µM) + cVβ } = lim
M→∞

∫
R2

f(x, y)µM(dx)µM(dy)

=

∫
R2

f(x, y)µ(dx)µ(dy) = IVβ (µ) + cVβ

とわかる．なお補題 7.6も用いた．特にM が十分大きいとき IVβ (µM) < ∞である．仮
に (7.28)が任意の µM について成り立つとする．このとき任意の κ, ε ∈ (0, 1)に対して，
M が十分大きいければ µM ∈ B(µ, κ)かつ−IVβ (µM) − cVβ ≥ −IVβ (µ) − cVβ − ε となる．
よって

lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈ B(µ, κ)) ≥ lim
κ′↘0

lim
N→∞

1

N2
log Q̃N

V,β(LN ∈ B(µM , κ
′))

≥ −IVβ (µM)− cVβ ≥ −IVβ (µ)− cVβ − ε

が成り立つ．ε↘ 0とすると，(7.28)が µに対しても成り立つことがわかる．
ここからはコンパクトな台を持ち IVβ (µ) < ∞となる µのみを考える．N ∈ Nに対し
て，−∞ < x0,N < x1,N < · · · < xN,N < ∞を x0,N = min supp(µ), xN,N = max supp(µ)

および xi,N = min{x ∈ R | F (x) = i/N} (1 ≤ i ≤ N − 1)と定める．確率測度
N−1

∑N
i=1 δxi,N の分布関数 FN は階段状の関数であり，limN→∞ FN(x) = F (x)と各点

収束することが簡単に示せる．よって limN→∞N−1
∑N

i=1 δxi,N = µと弱収束する．し
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たがって，任意の κ ∈ (0, 1)に対してある Nκ/2 ∈ Nが存在して，N ≥ Nκ/2であれば
d(µ,N−1

∑N
i=1 δxi,N ) < κ/2を満たす．Prokhorov距離の定義から直ちに，

|λi − xi,N | <
κ

2
(1 ≤ i ≤ N) =⇒ d

(
N−1

N∑
i=1

δxi,N , N
−1

N∑
i=1

δλi

)
<
κ

2

となることに注意すると，N ≥ Nκ/2のとき

{λ ∈ RN | |λi − xi,N | < κ/2 (1 ≤ i ≤ N)} ⊂ {λ ∈ RN | d(µ, LλN) < κ}

となる．
この包含関係と dλの平行移動不変性により

Q̃N
V,β(LN ∈ B(µ, κ))

≥
∫
∩1≤i≤N{|λi−xi,N |<κ/2}

|∆(λ)|βe−N
∑N

i=1 V (λi)dλ

=

∫
∩1≤i≤N{|λi|<κ/2}

∏
i<j

|xi,N − xj,N + λi − λj|βe−N
∑N

i=1 V (xi,N+λi)dλ

≥
∫
∩1≤i≤N{|λi|<κ/2}∩{λ1<···<λN}∏

i<j

|xi,N − xj,N + λi − λj|βe−N
∑N

i=1 V (xi,N+λi)dλ

≥ XNY
κ
N . (7.30)

と評価される．ただしここで以下のようにおいた．

XN :=
∏
i+1<j

|xi,N − xj,N |β
∏
i

|xi,N − xi+1,N |β/2 e−N
∑N

i=1 V (xi,N ),

Y κ
N :=

∫
∩1≤i≤N{|λi|<κ/2}∩{λ1<···<λN}

∏
i

|λi − λi+1|β/2e−N
∑N

i=1{V (xi,N+λi)−V (xi,N )}dλ.

(7.30)の最後の不等号に関する説明を補足する．まずa, b ∈ [0,∞)のとき |a+b| ≥ |a|∨|b|
となるという自明な事実を，a = xj,N − xi,N と b = λj − λiの場合に用いた．また

∏
i<j

を「番号が１つ違うもの」と「番号が２つ以上違うもの」に分割し，さらに前者を２分
割した．
まず先に YN の漸近挙動を評価する．まず ε > 0に対して

MV (ε) := {|V (x)− V (y)| | |x− y| ≤ ε,

min supp(µ)− 1 ≤ x ≤ y ≤ max supp(µ) + 1}
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とおく．V は有界閉区間上で一様連続なので limε↘0MV (ε) = 0となる．この記号を用い
ると，Y κ

N を定義する積分の中にある指数関数の部分は

e−N
∑N

i=1{V (xi,N+λi)−V (xi,N )} ≥ e−N
2MV (κ/2)

と下から評価できる．積分変数を λ = (λ1, . . . , λN)から u = (u1, . . . , uN)に以下のよう
に変換する．u1 = λ1, ui = λi − λi−1 (2 ≤ i ≤ N). この変数変換の Jacobi行列式は 1で
ある．ほぼ明らかに

0 < ui <
κ

2N
(1 ≤ i ≤ N) =⇒ “|λi| <

κ

2
(1 ≤ i ≤ N)” かつ “λ1 < · · · < λN”

となることに注意すると，

Y κ
N ≥ e−N

2MV (κ/2)

∫
∩1≤i≤N{|λi|<κ/2}∩{λ1<···<λN}

∏
i

|λi − λi+1|β/2dλ

≥ e−N
2MV (κ/2)

∫
∩1≤i≤N{0<ui<κ/(2N)}

∏
2≤i≤N

|ui|β/2du

= e−N
2MV (κ/2) κ

2N

[(β
2
+ 1
)−1( κ

2N

)(β
2
+1)]N−1

と下から評価できる．N →∞とした後に κ↘ 0とすると

lim
κ↘0

lim
N→∞

1

N2
log Y κ

N ≥ − lim
κ↘0

MV (κ/2) = 0 (7.31)

を得る．Y κ
N は κに関して広義単調なので，左辺の極限は存在する．

次はXN の漸近挙動を評価する．{xi,N}Ni=1 ⊂ supp(µ)かつN−1
∑N

i=1 δxi,N は µに弱収
束するので，limN→∞N−1

∑N
i=1 V (xi,N) =

∫
R V (x)µ(dx)と収束する．（これを見るには，

µの台の外で V の値を修正し，R上の有界連続関数になるようにすればよい．）
関数 (0,∞) 3 x 7→ log xは単調増大で，各 iに対して µ([xi,N , xi+1,N ]) = 1/N である
から， ∫

{x1,N<x<y≤xN,N}
log |y − x|µ(dx)µ(dy)

≤
∑

1≤i≤j≤N−1

log(xj+1,N − xi,N)
∫
[xi,N ,xi+1,N ]×[xj,N ,xj+1,N ]

1{x<y}µ(dx)µ(dy)

=
1

N2

∑
1≤i<j≤N−1

log(xj+1,N − xi,N) +
1

2N2

N−1∑
i=1

log(xi+1,N − xi,N) (7.32)

という不等式を得る．ここでµ⊗µは対角線に重みを与えないことを用いた．特に任意の
１点集合は µ零集合なので，小区間の端点について気を使う必要はない．またN →∞
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のとき x1,N → x0,N となるので，単調収束定理により (7.32)の左辺は (β/2)Σ(µ)に収束
する．ここでも１点集合が零集合であることを使った．
XN の定義と (7.32)により，

1

N2
logXN =

β

N2

∑
1≤i<j≤N−1

log(xj+1,N − xi,N)

+
β

2N2

N−1∑
i=1

log(xi+1,N − xi,N)−N−1

N∑
i=1

V (xi,N)

≥
∫
{x1,N<x<y≤xN,N}

log |y − x|µ(dx)µ(dy)−N−1

N∑
i=1

V (xi,N)

を得るが，この両辺の下極限を取ると
lim
N→∞

1

N2
logXN ≥

β

2
Σ(µ)−

∫
R
V (x)µ(dx)

= −
∫
R2

f(x, y)µ(dx)µ(dy) = −IVβ (µ)− cVβ (7.33)

を得る．(7.30), (7.31), (7.33)から直ちに (7.28)が従う．これで補題 7.12の証明が終わっ
た．
定理 7.1の証明. 補題 7.4，補題 7.11, 補題 7.12により

lim
N→∞

1

N2
logZN

V,β = −cVβ ∈ R

が成り立つ．これを用いて補題 7.9と補題 7.12を正規化すると，各µ ∈M1(R)に対して

lim
κ↘0

lim
N→∞

1

N2
logQN

V,β(LN ∈ B(µ, κ)) ≤ −IVβ (µ),

lim
κ↘0

lim
N→∞

1

N2
logQN

V,β(LN ∈ B(µ, κ)) ≥ −IVβ (µ)

を得る．命題 1.24により，これから {QN
V,β ◦L−1

N }の速度関数 IVβ に対する弱大偏差原理が
導かれる．同様に補題 7.12を正規化することができて，{QN

V,β ◦L−1
N }が指数的に緊密で

あることがわかる．よって命題 1.23により，目標とする定理 7.1の証明が完成する．
注意 7.13. 各N ∈ Nに対して Λ(N) = (Λ

(N)
1 , . . . , λ

(N)
N ) は（N によらない共通の）確率

空間 (Ω,F ,P)上で定義されたRN 値確率変数の列で，その法則がQN
V,βに等しいとする．

このとき
LN(Λ

(N)) = N−1
{
δ
Λ
(N)
1

+ · · ·+ δ
Λ
(N)
N

}
とおくと，N →∞のときM1(R)値の確率変数列 {LN(Λ(N))}N∈Nはほとんど確実に σVβ
に収束する．ここで σVβ は速度関数 IVβ の唯一の零点で，もちろん非ランダムである（補
題 7.8および命題 1.22を見よ）．この事実はWignerの半円則の「概収束版」を一般化し
たものだと解釈できる．
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8 Mogulskiiの大偏差原理
{Xi}i∈Nを確率空間 (Ω,F ,P) 上で定義された独立同分布な Rd値確率変数列とする．
本章では次の条件を常に仮定する．

(FEM) 任意の λ ∈ Rdに対して，E
[
e⟨λ,X1⟩

]
<∞となる．

したがって，{Xi}の経験平均について Cramérの大偏差原理（定理 2.1）が成立する状
況である．特にX1は２乗可積分であるので，Kolmogorovの不等式により任意の δ > 0

に対して

P

 sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣ 1n
⌊nt⌋∑
i=1

(Xi − E [X1])

∣∣∣∣∣∣ ≥ δ

 ≤ bntc
n2δ2

E
[
(X1 − E [X1])

2
] n→∞−→ 0

が成立する．よって経験平均を適切な経路空間値の確率変数列 {n−1
∑⌊n · ⌋

i=1 Xi}n∈Nと見
ると，n→∞のときに線形関数 t 7→ tE [X1]に確率収束していることがわかる（大数の
法則の成立）．本章の主題であるMogulskiiの定理はこの大数の法則に対応する大偏差
原理を述べるものである．86
まず経路空間の記号を設定する．本章では d ∈ Nおよび T > 0とし，関数空間の記号
にはこれらを明示しないことにする．まずM := {w | w : [0, T ]→ Rd}とし，各点収束の
位相を入れる．要するにMは [0, T ]からRdへの写像全体がなす空間である．w0 = 0を
満たすMの元全体がなす部分集合をM0とおき，相対位相（部分集合としての位相）を
入れる．MとM0はHausdorff空間ではあるが，距離（付け可能な）空間ではないことに
注意せよ．次は連続関数の空間を C = {w ∈M | wは連続 }および C0 = C ∩M0とおく．
これら２つの空間は通常の一様ノルム ‖w‖∞ = sup0≤t≤T |wt|の下で可分Banach空間に
なる．さらにL∞ := L∞([0, T ],Rd)と書く．これは [0, T ]上のLebesgue測度に関するL∞

空間なので，本質的上限ノルム ‖w‖∞ = ess.sup0≤t≤T |wt|の下で非可分なBanach空間に
なる．（‖ · ‖∞を僅かに異なる２種類の意味で使っているが，wが連続のときは結局一致
するので問題は生じない．）任意の開集合の Lebesgue測度が正であるため，ごく自然に
C ↪→ L∞と等長埋め込みされる．これは Cおよび C0の位相は，L∞の部分集合だとみな
した場合の相対位相と一致することを意味する．最後にAC := {w ∈ C | wは絶対連続 }
およびAC0 := AC ∩ C0とおく．なお wが絶対連続であるとは，任意の κ > 0に対して
ある δ > 0が存在して以下の条件を満たすことである．87

k ∈ N, 0 ≤ s1 < t1 ≤ s2 < t2 ≤ · · · ≤ sk < tk ≤ T,

k∑
i=1

(ti − si) < δ

86本章の記述は [33, 第 5.1節]を参考にした．
87区間上の絶対連続関数に関する基本事項については例えば [3, 第 19章]を参照せよ．
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=⇒
k∑
i=1

|wti − wsi | < κ.

上記の独立確率変数列 {Xi}から，各 n ∈ Nごとに確率過程を２つ構成しよう．まず

Zn
t :=

1

n

⌊nt⌋∑
i=1

Xi, t ≥ 0 (8.1)

と定める．ちなみに t ∈ [k/n, (k + 1)/n)のとき（k ∈ N0），Zn
t = n−1

∑k
i=1Xiである

ため Znはこの小区間上で定数関数である．特に Znはランダムな階段関数であるので，
(Zn

t )0≤t≤T を L∞値確率変数と見なせる．L∞上に誘導される (Zn
t )0≤t≤T の法則を µnと

書く．
次は

Z̃n
t := Zn

t +
(
t− bntc

n

)
X⌊nt⌋+1, t ≥ 0

と定める．これは明らかにランダムな折れ線の式であり，t = k/n（k ∈ N0）のとき
Z̃n
t = Zn

t となるので，いわば Znの折れ線版だと思える．(Z̃n
t )0≤t≤T は C0値確率変数で

ある．C0上に誘導される (Z̃n
t )0≤t≤T の法則を µ̃nと書く．埋め込みを通じて (Z̃n

t )0≤t≤T は
L∞値，したがって µ̃nもL∞上の確率測度だとも思える．
Mogulskiiの大偏差原理を述べる前に，まず速度関数になる関数を導入しよう．前と
同じく対数積率母関数とその Fenchel-Legendre変換をそれぞれ

Λ(λ) = logE
[
e⟨λ,X1⟩

]
, λ ∈ Rd,

Λ∗(x) = sup
λ∈Rd

{〈λ, x〉 − Λ(λ)} , x ∈ Rd

と書く．次にL∞上の関数 Iを次で定義する．

I(w) =

{∫ T
0
Λ∗(w′

t)dt, w ∈ AC0のとき,
+∞, それ以外のとき.

(8.2)

絶対連続なwに対しては，Lebesgue測度 dtに関してほとんど全ての tで微分w′
tが存在

し，|w′|は [0, T ]上可積分であることを思い出そう．88 Λ∗は非負値なので，Iも非負値で
ある．
ここで本章の主題であるMogulskiiの大偏差原理の主張を正確に述べる．上記の Iが
良い速度関数であることももちろん主張に含まれている．

定理 8.1. n → ∞のとき，上記の確率測度の列 {µn}n∈Nは L∞上で (8.2)で定義された
良い速度関数 Iに対して速度 nで大偏差原理を満たす．

88[3, 第 19章]を参照せよ．
175



この定理を証明するために，まず補題をいくつか示す．

補題 8.2. n→∞のとき，確率測度の列 {µn}n∈Nと {µ̃n}n∈NはL∞上で指数的に同値で
ある．

証明. 本証明中では時間区間 J 上の（本質的）上限ノルムを ‖ · ‖∞,J と表すことにする．
J(n, k) = [k/n, (k + 1)/n) ∩ [0, T ]と表す．当然 ‖w‖∞,[0,T ] = max0≤k≤⌊nT ⌋ ‖w‖∞,J(n,k)が
成り立つ．|Z̃n

t − Zn
t | ≤ n−1|X⌊nt/T ⌋+1|が任意の t ∈ [0, T )に対して成り立つので，{Xi}

が同分布であることと合わせて，任意の δ, λ ∈ (0,∞)に対して

P
(

sup
0≤t≤T

|Z̃n
t − Zn

t | > δ

)
= P

⌊nT ⌋⋃
k=0

{‖Z̃n − Zn‖∞,J(n,k) > δ}


≤

⌊nT ⌋∑
k=0

P
(
n−1|Xk+1| > δ

)
≤ (bnT c+ 1)P (|X1| > nδ)

≤ (nT + 2)e−nλδE
[
eλ|X1|

]
となる．(FEM)条件により最右辺の期待値は有限であることに注意せよ．この両辺の
(1/n) logを取った式で，まず n→∞とした後に λ→∞とすると

lim
n→∞

1

n
logP

(
sup

0≤t≤T
|Z̃n

t − Zn
t | > δ

)
= −∞ (8.3)

を得る．δは任意なので，これで指数的に同値であることが示せた．

上の補題と命題 1.34により，{µn}に対する大偏差原理と {µ̃n}に対する大偏差原理は
同値である．したがって，問題は {µ̃n}の大偏差原理に帰着されるのだが，いきなりそ
れを示すのは難しいので，まず {µ̃n}が弱い位相に関して大偏差原理を満たすことを示
す．この補題の証明の鍵は射影極限法（Dawson-Gärtnerの定理．定理 1.43）である．連
続な埋め込み C0 ↪→M0を通じて，µ̃nはM0上の測度だとみなせることに注意せよ．

補題 8.3. n→∞のとき，確率測度の列 {µ̃n}n∈NはM0上で良い速度関数 Iに対して速
度 nで大偏差原理を満たす．

{µ̃n}に対する大偏差原理の位相を強めるためには，定石通りに指数的緊密性を示す．

補題 8.4. n→∞のとき，確率測度の列 {µ̃n}n∈Nは C0上で指数的に緊密である．

上記の３つの補題を認めると，目的とするMogulskiiの大偏差原理が比較的簡単に証
明できるので，先にそれを終わらせておく．
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定理 8.1の証明. 明らかに µ̃n(C0) = 1であり Iの実効定義域が C0に含まれるため，補題
8.3と命題 1.19(2)により {µ̃n}は C0上に各点収束の位相を入れたものの上で良い速度関
数 Iに対して大偏差原理を満たす．
上の段落で命題 1.19を用いる際に C0がM0のBorel可測集合であることを暗に用いて
いるので，順番が前後するがここで確認しておく．Q>0 := Q∩(0,∞)と表す．s, t ∈ [0, T ]

かつ ε > 0のとき，U(ε; s, t) := {w ∈M0 | |wt −ws| < ε}はM0の開集合なので，当然
Borel可測でもある．w ∈M0に対して，wが連続であることと，wを [0, T ] ∩Qに制限
したものが一様連続であることは同値であることに注意せよ．後者の条件を ε-δ式に書
き下すと「任意の ε ∈ Q>0に対して，ある δ ∈ Q>0が存在して，|t− s| < δとなる任意
の s, t ∈ [0, T ] ∩Qに対して |wt − ws| < εを満たす」となる．したがって

C0 =
⋂

ε∈Q>0

⋃
δ∈Q>0

⋂
{U(ε; s, t) | s, t ∈ [0, T ] ∩Q, |t− s| < δ}

と書けるため，C0はM0におけるBorel可測集合である
本来の一様収束の位相は各点収束の位相より強いが，補題 8.4で示した指数的な緊密
性と逆縮小原理（命題 1.32）により，この大偏差原理は実は C0上に本来の位相を入れた
ものの上で良い速度関数 Iに対して成立することがわかる．
C0が L∞の閉部分空間であるため命題 1.19(1)が使えて，この大偏差原理は L∞上で
良い速度関数 Iに対して成立することがわかる．
最後に補題 8.2で示した L∞ 上での指数的な同値性と補題 1.34を用いると，所望の
{µn}の大偏差原理が得られる．

補題 8.3の証明を以下のように二つの補題に分解して与える．これらの補題中では

Q := {t1 < t2 < · · · < t|Q|} ⊂ (0, T ] (8.4)

という形の有限集合を (0, T ]の分割と呼ぶことにする（分点の数 |Q| に制限はない）．こ
の形の分割Qに対して，自然な射影 πQ :M0 → (Rd)|Q|を

πQ(w) = (wt1 , . . . , wt|Q|) ∈ (Rd)|Q|, w ∈M0 (8.5)

と定める．以下では (Rd)|Q|の一般的な元を z = (z1, . . . , z|Q|)と表す．
補題 8.5. Qを上記の通りとする．n → ∞とするとき，射影 πQが誘導する法則の列
{µn◦π−1

Q }n∈Nおよび{µ̃n◦π−1
Q }n∈Nはともに (Rd)|Q|上で良い速度関数IQ : (Rd)|Q| → [0,∞]

に対して速度 nで大偏差原理を満たす．ここで

IQ(z) :=

|Q|∑
l=1

(tl − tl−1) Λ
∗
(
zl − zl−1

tl − tl−1

)
, z ∈ (Rd)|Q|

と定義される．なお簡単のため t0 = 0, z0 = 0とおいた．
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証明. Qは固定して議論するので，本証明中ではN := |Q|と表す．定義により µn ◦ π−1
Q

と µ̃n ◦ π−1
Q はそれぞれ

Zn
Q := (Zn

t1
, Zn

t2
, . . . , Zn

tN
), Z̃n

Q := (Z̃n
t1
, Z̃n

t2
, . . . , Z̃n

tN
),

の法則と等しい．また

Y n
Q := (Zn

t1
, Zn

t2
− Zn

t1
, . . . , Zn

tN
− Zn

tN−1
) (8.6)

と定める．（nに依存しない）ごく簡単な (Rd)N 内の線形同型写像

(z1, z2, . . . , zN) 7→ (z1, z2 − z1, . . . , zN − zN−1)

を使うと，Y n
QをZn

Qに写せることは明らかである．縮小原理（命題 1.31）が使えるので，
{µn ◦ π−1

Q }に対する大偏差原理を示すには {Y n
Q}が下記の良い速度関数に対して大偏差

原理を満たすことを示せば十分である．

Λ∗
Q(y) :=

N∑
l=1

(tl − tl−1)Λ
∗
(

yl
tl − tl−1

)
, y = (y1, . . . , yN) ∈ (Rd)N .

まず Y n
Q の各成分は独立なので，Y n

Q の法則は各成分の法則の積測度に等しい．また各
成分の法則は以下で与えられる．（ただしZn

t0
= 0とおく．）

Zn
tl
− Zn

tl−1

Law
=

X1 + · · ·+X⌊ntl⌋−⌊ntl−1⌋

n
, 1 ≤ l ≤ N.

次で示す補題 8.6により，n→∞のときに {Zn
tl
−Zn

tl−1
}は指数的に緊密であり，かつ良

い速度関数 (tl − tl−1)Λ
∗(·/(tl − tl−1))に対して大偏差原理を満たす．よって積測度の大

偏差原理に関する命題 1.40により，Λ∗
Qが良い測度関数であることと {Y n

Q}が所望の大
偏差原理を満たすことが従う．
最後に {µ̃n ◦ π−1

Q }について述べる．補題 8.2の証明中にある (8.3)により，任意の δ ∈
(0,∞)に対して

lim
n→∞

1

n
logP

(
max
1≤l≤N

|Z̃n
tl
− Zn

tl
| > δ

)
= −∞

がわかるので，{µn ◦ π−1
Q }と {µ̃n ◦ π−1

Q } は指数的に同値である．（補題 8.2の主張そのも
のはここでは使っていない．）命題 1.34により，{µ̃n ◦ π−1

Q }も所望の大偏差原理を満た
す．

各 t > 0に対して{Zn
t }n∈Nに対する大偏差原理を示したいが，そのレート関数は tΛ∗(·/t)

であることが形式的には次のようにわかる．x ∈ Rdに対して
1

n
logP (Zn

t ≈ x) =
bntc
n

1

bntc
logP

(
bntc
n

X1 + · · ·+X⌊nt⌋

bntc
≈ x

)
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∼ t
1

bntc
logP

(
X1 + · · ·+X⌊nt⌋

bntc
≈ x

t

)
∼ −tΛ∗(x/t).

最後の近似は Cramérの大偏差原理による．（ここで近似記号≈と∼は直感的な意味で
使った．）この議論を厳密にすると以下のようになる．
補題 8.6. γ ∈ (0,∞)を正定数とする．また {β(n)}n∈Nを limn→∞ β(n)/n = γを満たす
自然数列とする．この仮定の下で，n→∞のときに {Zn

β(n)}n∈Nは指数的に緊密であり，
かつ良い速度関数 γΛ∗(·/γ)に対して速度 nで大偏差原理を満たす．
証明. 基本的にCramérの定理の変種である．Cramérの定理の証明に似ている部分につ
いては，足早に議論を進める．
まず指数的緊密性を確認する．R ∈ (0,∞)と任意とする．Chebyshevの不等式と {Xn}
が独立同分布であることにより，

P
(
|Zn

β(n)| > R
)
≤ P

(
e|X1|+···+|Xβ(n)| > enR

)
≤ e−nRE

[
e|X1|+···+|Xβ(n)|

]
≤ e−nRE

[
e|X1|

]β(n)
(8.7)

となる．(FEM)を仮定したのでE
[
e|X1|

]
∈ (0,∞)であることに注意せよ．したがって，

lim
n→∞

1

n
logP

(
|Zn

β(n)| > R
)
≤ −R + γ logE

[
e|X1|

]
と評価できる．右辺はR ↗ 0のとき明らかに−∞に発散するので，これで指数的緊密
性が示せた．
大偏差原理の証明に入る．もちろん仮定 (FEM)の下でCramérの大偏差原理が成り
立つことを用いる．まず各 nに対して，新しい確率変数を次のように定める．

V n :=
X1 + · · ·+Xβ(n)

β(n)
γ.

このときCramérの大偏差原理により，任意の閉集合 F ⊂ Rdに対して

lim
n→∞

1

n
logP (V n ∈ F ) ≤ lim

n→∞

β(n)

n
· lim
n→∞

1

β(n)
logP

(
X1 + · · ·+Xβ(n)

β(n)
∈ γ−1F

)
≤ γ lim

n→∞

1

n
logP

(
X1 + · · ·+Xn

n
∈ γ−1F

)
≤ −γ inf

x∈γ−1F
Λ∗(x) = −γ inf

x∈F
Λ∗(x/γ)

となる．ここで limn→∞ β(n) =∞を使っている．同様に任意の開集合O ⊂ Rdに対して

lim
n→∞

1

n
logP (V n ∈ O) ≥ −γ inf

x∈O
Λ∗(x/γ)
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も得る．これで {V n}は良い速度関数 γΛ∗(·/γ)に対して（速度 β(n)でなく）速度 nの
大偏差原理を満たすことがわかった．
最後に {Zn

β(n)}と {V n}が指数的に同値であることを見れば十分である．命題 1.34を
参照せよ．仮定により任意のκ ∈ (0, 1)に対してnが十分大きければ |1− (γn)/β(n)| ≤ κ

となる．δ ∈ (0,∞)のとき，次のように (8.7)とほぼ同じ評価ができる．

P
(
|Zn

β(n) − V n| > δ
)
= P

(∣∣∣∣1− γn

β(n)

∣∣∣∣ |Zn
β(n)| > δ

)
≤ P

(
|Zn

β(n)| > δ/κ
)

≤ e−nδ/κE
[
e|X1|

]β(n)
.

したがって，
lim
n→∞

1

n
logP

(
|Zn

β(n) − V n| > δ
)
≤ − δ

κ
+ γ logE

[
e|X1|

]
となる．この式で κ↘ 0として指数的同値性を得る．

注意 8.7. 上の議論では (8.6)で定めた {Y n
Q}が大偏差原理を満たすことを，Cramérの大

偏差原理（定理 2.1）と積測度に対する大偏差原理（命題 1.40）を用いて証明した．初等
的な証明であるのはいいことだが，証明がやや長くなったきらいがある．実はGärtner-

Ellisの定理（定理 3.1）を用いると，この部分を簡潔に証明できるので，以下で紹介す
る．（ただし，Gärtner-Ellisの定理の証明自体がかなり難しいので，全体として見れば簡
単になったとは言えないと思う．）
まず速度関数の良さに関してであるが，Λ∗が良い速度関数であることを用いると，命
題 1.40の証明の第１段落と同じ議論でΛ∗

Qも良い速度関数であることが直接示せる．89 Λ∗

の定義と簡単な計算により，

Λ∗
Q(y) =

N∑
l=1

(tl − tl−1) sup
λl∈Rd

{〈λl, yl/(tl − tl−1)〉 − Λ(λl)}

=
N∑
l=1

sup
λl∈Rd

{〈λl, yl〉 − (tl − tl−1)Λ(λl)}

= sup
λ∈(Rd)N

[
N∑
l=1

{〈λl, yl〉 − (tl − tl−1)Λ(λl)}

]
= sup

λ∈(Rd)N
{〈λ,y〉 − ΛQ(λ)}, y ∈ (Rd)N

となる．ただしN = |Q|，λ = (λ1, . . . , λN)および ΛQ(λ) :=
∑N

l=1(tl − tl−1)Λ(λl)とお
いた．（ちなみに２つ目の等号で supと∑lの順番を交換したが，これは定義に従って議

89直接示すのではなく，Gärtner-Ellisの定理にある一般論を引用する方法もある．
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論すれば簡単に示せる．）特にΛ∗
Qは微分可能な有限値関数のFenchel-Legendre変換であ

ることがわかった．Y n
Q の各成分は独立であることを注意すると

lim
n→∞

1

n
logE

[
en⟨λ,Y

n
Q⟩] = lim

n→∞

N∑
l=1

1

n
logE

[
e
n⟨λl,Zn

tl
−Zn

tl−1
⟩
]

= lim
n→∞

N∑
l=1

1

n
(bntlc − bntl−1c) Λ(λl)

=
N∑
l=1

(tl − tl−1)Λ(λl) = ΛQ(λ)

となり，λの関数として至る所微分可能である．ただしZn
t0
= 0とおいた．また２つ目の

等号で {Xi}が独立列であることを用いた．これでGärtner-Ellisの定理を用いて，{Y n
Q}

が所望の大偏差原理を満たすことができる．以上で注意 8.7を終わる．
補題 8.3の証明. (8.4)にある (0, T ]の分割の全体は集合としての包含関係を順序とみなす
と自然に有向集合になる．そのようなQ := {t1 < t2 < · · · < t|Q|}に対して，YQ := (Rd)|Q|

と定め，座標番号を (1, . . . , |Q|)ではなく (t1, · · · , t|Q|)と名付ける．するとQ ⊃ Q′のと
き射影 πQ′,Q : YQ → YQ′が自然に定まる．例 1.41で見たように，この射影系の射影極限
は位相空間としてM0 と自然に同一視できる．Qに対して定まる射影 πQ :M0 → YQは
(8.5)と一致する．
補題8.5と射影極限に対するDawson-Gärtnerの定理（定理1.43）により，{µ̃n◦π−1

Q }n∈N
はM0上で次の式で与えられる良い速度関数 Ĩ :M0 → [0,∞]に対して速度 nで大偏差
原理を満たす．w ∈M0のとき，

Ĩ(w) := sup


|Q|∑
l=1

(tl − tl−1)Λ
∗
(
wtl − wtl−1

tl − tl−1

) ∣∣∣∣∣∣Q = {t1 < · · · < t|Q|} ⊂ (0, T ]


= sup


|Q|∑
l=1

(tl − tl−1)Λ
∗
(
wtl − wtl−1

tl − tl−1

) ∣∣∣∣∣∣Q = {t1 < · · · < t|Q| = T} ⊂ (0, T ]


と定める．２つ目の等号はΛ∗が非負値であることによる．この Ĩが (8.2)で定めた Iと
等しいことを示せば証明が終わる．90w ∈ AC0 かつ t|Q| = T のとき，Λ∗ の凸性により
Jensenの不等式が使えるので

|Q|∑
l=1

(tl − tl−1)Λ
∗
(
wtl − wtl−1

tl − tl−1

)
=

|Q|∑
l=1

(tl − tl−1)Λ
∗

(
1

tl − tl−1

∫ tl

tl−1

w′
sds

)

90より正確には「(8.2)で定めた I をM0 上の関数だと思い直したもの」と等しいことを示せば証明が
終わる．
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≤
|Q|∑
l=1

∫ tl

tl−1

Λ∗(w′
s)ds = I(w)

となる．これで Ĩ ≤ Iが示された．
逆向きの不等式 Ĩ ≥ I を示す．まず w ∈ AC0 の場合を考える．記号を簡単にする
ため t > T に対して wt = wT と定め，wの定義域を [0,∞)に拡張しておく．まず g ∈
L1([0,∞),Rd)を g = w′とおく．すなわち gt = w′

t (0 ≤ t ≤ T )および gt = 0 (t > T )と
おく．さらに k ∈ Nに対して

gkt := k

∫ (⌊kt⌋+1)/k

⌊kt⌋/k
gsds, t ≥ 0

とおく．これは gを長さ 1/kの小区間上で平均して作った階段関数である．すると

Ĩ(w) ≥ lim
k→∞

∞∑
l=1

1

k
Λ∗ (k{wl/k − w(l−1)/k}

)
=　 lim

k→∞

∞∑
l=1

1

k
Λ∗ (gk(l−1)/k

)
= lim

k→∞

∫ T

0

Λ∗(gks )ds.

上の lに関する和は実は有限和である．（ちなみにここでは Λ∗の凸性は使っていない．）
Lebesgueの微分定理により，91ほとんど全ての sに対して limk→∞ gks = gsとなる．Fatou

の補題とΛ∗の下半連続性（および非負性）を用いると

Ĩ(w) ≥ lim
k→∞

∫ T

0

Λ∗(gks )ds ≥
∫ T

0

lim
k→∞

Λ∗(gks )ds ≥
∫ T

0

Λ∗(gs)ds = I(w)

となり，求める評価が得られた．
次はw ∈ M0 \ AC0の場合を考える．絶対連続性の条件の対偶を取ると，定数 κ > 0

と自然数列 {kn}n∈Nと分割の列 {{0 ≤ sn1 < tn1 ≤ · · · ≤ snkn < tnkn ≤ T}}n∈Nで

lim
n→∞

kn∑
i=1

(tni − sni ) = 0,
kn∑
i=1

|wtni − wsni | ≥ κ

を満たすものが存在することがわかる．Λ∗ ≥ 0なので，

Ĩ(w) ≥ sup

{
k∑
l=1

(tl − sl)Λ∗
(
wtl − wsl
tl − sl

) ∣∣∣∣∣ {0 ≤ s1 < t1 ≤ · · · ≤ sk < tk ≤ T}

}

= sup
{ k∑
l=1

sup
λl∈Rd

[〈λl, wtl − wsl〉 − (tl − sl)Λ(λl)]
∣∣∣

91[3, 定理 19.3]を参照せよ．
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{0 ≤ s1 < t1 ≤ · · · ≤ sk < tk ≤ T}
}

となる．r > 0を任意に取る．上の不等式で特に k = kn, tl = tnl , sl = snl の場合に
λl := r(wtnl −wsnl )/|wtnl −wsnl |（ただしwtnl −wsnl 6= 0のとき）λl := 0（ただしwtnl −wsnl = 0

のとき）と取ると，

Ĩ(w) ≥ lim
n→∞

{
r

kn∑
l=1

|wtnl − wsnl | − [max
|λ|≤r

Λ(λ)]
kn∑
l=1

(tnl − snl )
}
≥ rκ

となる．Λは連続なので，max|λ|≤r Λ(λ)は存在し有限である．r ↗∞とすると Ĩ(w) =∞
を得る．これで Ĩ ≥ Iが示されたので，補題 8.3の証明が終わった．

補題 8.4を証明する前に１次元確率変数に関する補題を１つ証明しよう．W をR値確
率変数とし，W から決まる対数積率母関数とそのFenchel-Legendre変換をそれぞれΛW
とΛ∗

W と表す．
補題 8.8. W に対して条件 (FEM)，すなわち任意の λ ∈ Rに対して ΛW (λ) < ∞とな
ることを仮定する．このとき任意の δ ∈ (0, 1)に対して，

E [exp(δΛ∗
W (W ))] ≤ 1 + δ

1− δ
<∞

が成立する．
証明. 仮定によりW は可積分なので，本証明中ではm := E [W ] ∈ Rと表す．Λ∗

W は下
半連続な非負凸関数で，Jensenの不等式により Λ∗

W (m) = 0を満たす．凸性により Λ∗
W

は [m,∞)上で広義単調増大，(−∞,m]上で広義単調減少である（系A.4を見よ）．92
さらに limx→±∞ Λ∗

W (x) = ∞となることを確認しよう．これを否定すると，ある c ∈
(0,∞)と limn→∞ |xn| =∞と満たす実数列 {xn}n∈Nが存在して，任意の λ ∈ Rに対して
λxn − ΛW (λ) ≤ cを満たす．この不等式で特に λ = 2c/xnと選ぶと 2c− ΛW (2c/xn) ≤ c

を得る．最後に n → ∞して，(FEM)の下で ΛW が原点で連続であることを用いると
2c ≤ cを得るが，これは明らかに矛盾である．
さて x ∈ Rのとき，次が成り立つ．

eΛW (λ) = E
[
eλW

]
≥

{
eλxP (W > x), λ ≥ 0のとき,
eλxP (W < x), λ ≤ 0のとき.

Jensenの不等式から導かれる不等式 λx− ΛW (λ) ≤ λ(x−m)をこれと組み合わせると，

Λ∗
W (x) =

{
supλ≥0{λx− ΛW (λ)} ≤ − logP (W > x), x ≥ mのとき,
supλ≤0{λx− ΛW (λ)} ≤ − logP (W < x), x ≤ mのとき

92区間上の凸関数の常識を補遺（第 A.1節）にまとめた．
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が比較的簡単に示せる．整理すると，x ≥ mのときは P (W > x) ≤ exp(−Λ∗
W (x))であ

り，x ≤ mのときは P (W < x) ≤ exp(−Λ∗
W (x))である．

s ∈ (0,∞)を任意とする．最初に注意した Λ∗
W の性質により，{x ∈ R | Λ∗

W (x) ≤ s}
は有界閉区間（１点集合に退化する場合も含む）であるので，この区間を [a(s), b(s)]と
表すと −∞ < a(s) ≤ m ≤ b(s) < ∞である．sに関して b(s)は広義単調増大なの
で，b := lims→∞ b(s) ∈ [m,∞]が存在する．同様に a(s)は広義単調減少なので，a :=

lims→∞ a(s) ∈ [−∞,m]が存在する．（ほぼ明らかだが，b = inf{x > m | Λ∗
W (x) =∞}か

つ a = sup{x < m | Λ∗
W (x) =∞}である．）作り方により

P (Λ∗
W (W ) > s) = P (W < a(s)) + P (W > b(s)) (8.8)

が明らかに成り立つ．
もし b <∞とすると，(b,∞)上でΛ∗

W ≡ ∞であるから
P (W > b) = lim

k→∞
P (W > b+ 1/k) ≤ lim

k→∞
exp(−Λ∗

W (b+ 1/k)) = 0

である．同様に a > −∞とすると，P (W < a) = 0である．よって，仮に a = bであれ
ばほとんど確実にW = m（定置写像）であるため，補題は明らかに成立する．よって
以下では a 6= bと仮定するが，そのとき必然的に a < m < bとなる．
開区間上で定義された有限値凸関数は自動的に連続である（命題A.3を見よ）．b(s) < b

とすると，Λ∗
W は b(s)を含むある開区間上で有限値であるため，連続でもある．したがっ

て s = Λ∗
W (b(s))，特に P (W > b(s)) ≤ e−sを得る．b(s) = bの場合もこの評価は成立し

ていたので，いずれにせよ P (W > b(s)) ≤ e−sが成り立つ．同様に P (W < a(s)) ≤ e−s

も成り立つ．これと (8.8)により，尾確率の評価 P (Λ∗
W (W ) > s) ≤ 2e−sが得られた．

尾確率の評価から可積分性を導く標準的な手法により

E [exp(δΛ∗
W (W ))] = 1 + E

[∫ ∞

0

1{s<δΛ∗
W (W )}e

sds

]
= 1 +

∫ ∞

0

P (s < δΛ∗
W (W ))esds

≤ 1 +

∫ ∞

0

2e(1−1/δ)sds =
1 + δ

1− δ
とわかる．なお２つ目の等号で Fubiniの定理を用いた．
補題 8.4の証明. {µ̃n}がC0において指数的に緊密であることを示す．X1 = (X1

1 , . . . , X
d
1 )

と成分表示し，各 j (1 ≤ j ≤ d)に対して
Λj(λ) := logE

[
eλX

j
1

]
, λ ∈ R

と定め，Λ∗
j をΛjの Fenchel-Legendre変換とする．また各 r ∈ (0,∞)と jに対して，

Kj
r :=

{
w = (w1, . . . , wd) ∈ AC0

∣∣∣∣ ∫ T

0

Λ∗
j((w

j)′u)du ≤ r

}
, Kr :=

⋂
1≤j≤d

Kj
r
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と定める．Lebesgue測度に関してほとんど全ての tに対して (Z̃n)′t = X⌊nt⌋+1なので，

µ̃n(Kc
r) = P

( ⋃
1≤j≤d

(Kj
r )
c

)
≤

d∑
j=1

P
(∫ T

0

Λ∗
j(X

j
⌊ns⌋+1)ds > r

)

≤
d∑
j=1

P

 1

n

⌊nT ⌋+1∑
i=1

Λ∗
j(X

j
i ) > r


≤ d max

1≤j≤d
P

exp(

⌊nT ⌋+1∑
i=1

Λ∗
j(X

j
i )/2) > enr/2


≤ de−nr/2 max

1≤j≤d
E

⌊nT ⌋+1∏
i=1

exp(Λ∗
j(X

j
i )/2)


≤ de−nr/2 max

1≤j≤d
E
[
exp(Λ∗

j(X
j
1)/2)

]⌊nT ⌋+1
<∞

となる．最後から二つ目の不等式でChebyshevの不等式を使い，最後の不等式で各 jに
ついて {Xj

i }i∈Nが独立同分布であることを使った．なお最右辺の期待値は補題 8.8によ
り有限である．これから直ちに

lim
r→∞

lim
n→∞

1

n
log µ̃n(Kc

r) ≤ lim
r→∞

(
−r
2
+ T max

1≤j≤d
logE

[
exp(Λ∗

j(X
j
1)/2)

])
= −∞

を得る．
後はKrが相対コンパクトであることを見ると指数的に緊密であることがわかる．Ascoli-

Arzelaの定理により，これはKrが一様有界かつ同程度連続な関数族であることと同値
である．w ∈ Krを任意に取る．まずΛ∗

j の凸性と Jensenの不等式により次を得る．

Λ∗
j

(
wjt − wjs
t− s

)
≤ 1

t− s

∫ t

s

Λ∗
j((w

j)′u)du ≤
r

t− s
, 0 ≤ s < t ≤ T, 1 ≤ j ≤ d.

これをほぼ自明の不等式

Λ∗
j(x) ≥M |x| − {Λj(M) ∨ Λj(−M)}, M > 0, x ∈ R

と組み合わせると，任意のM > 0, 0 ≤ s < t ≤ T および 1 ≤ j ≤ dに対して

|wjt − wjs| ≤
1

M

[
r + (t− s){Λj(M) ∨ Λj(−M)}

]
(8.9)

が得られる．右辺に現れる量はどれもwには依存しないことに注意せよ．この式で s = 0

およびM = 1とすると，supw∈Kr
‖wj‖∞ <∞がわかる．これで一様有界性が示せた．
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次は同程度連続性を示そう．以下ではδ ∈ (0, T ]とする．ΛjはR上の連続関数でΛj(0) =

0なので，
Mj(δ) := δ−1 ∧ sup{τ > 0 | sup

|λ|≤τ
Λj(λ) ≤ δ−1}

と定めると，Λj(Mj(δ)) ∨ Λj(−Mj(δ)) ≤ δ−1 かつ limδ↘0Mj(δ) = ∞となる．これを
(8.9)に戻すと

sup
0≤t−s≤δ

|wjt − wjs| ≤ (r + 1)/Mj(δ)

を得る．右辺は w ∈ Krには依存せず，δ ↘ 0のとき 0に収束するので，これで同程度
連続性が示せた．以上で補題 8.4の証明を終える．

本章の最後にMogulskiiの大偏差原理を離散パラメータ n ∈ N (n→∞)の場合から連
続パラメータ ε ∈ (0, 1] (ε↘ 0)の場合に拡張しておく．ε ∈ (0, 1]に対して，新しい確率
過程を

Y ε
t := ε

⌊t/ε⌋∑
i=1

Xi, t ≥ 0 (8.10)

と定める．（ε = 1/nのときは Y ε = Znである．）(Y ε
t )0≤t≤T がL∞上に誘導する法則を νε

と書く．
定理 8.9. ε ↘ 0とするとき，上記の確率測度の族 {νε}ε∈(0,1]は L∞上で (8.2)で定義さ
れた良い速度関数 Iに対して速度 1/εで大偏差原理を満たす．
証明. 定理の主張は limm→∞ εm = 0となる任意の狭義単調減少列 {εm}m∈N に対して，
{νεm}m∈Nはm→∞のときにL∞上で Iに対して速度 1/εmで大偏差原理を満たすこと
と同値である．以下ではこれを示す．
もし任意のmに対して ε−1

m ∈ Nであるなら，単にMogulskiiの大偏差原理の離散版
（定理 8.1）の部分列を取っただけなので，明らかにこの大偏差原理は成立する．次は一
般の場合を考える．nm := bε−1

m cとおくと，定理 8.1により {µnm}m∈Nはm→∞のとき
に Iに対して速度 nmで大偏差原理を満たす．したがって，任意の δ > 0に対して

lim
m→∞

1

nm
logP (‖Y εm − Znm‖∞ > δ) = −∞ (8.11)

を示せば十分である．実際 (8.11)は {Y εm}と {Znm}が速度 nmに対して指数的に同値で
あることを意味するため，命題 1.34 および limm→∞ nmεm = 1により，{Y εm}に対する
所望の大偏差原理が従う．
以下で (8.11)を示す．まず 1− εm ≤ εmnm ≤ 1と bnmtc ≤ bt/εmc ≤ bnmtc+ bT c+ 1

に注意せよ．93Znと Y εの定義式 (8.1)と (8.10)により

|Y εm
t − Znm

t | ≤ (1− εmnm)|Znm
t |+ εm

⌊T ⌋+1∑
k=1

|X⌊nmt⌋+k|

93不等式 ba+ bc ≤ bac+ bbc+ 1 (a, b ∈ R)を用いた．
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≤ εm
nm

⌊nmt⌋∑
i=1

|Xi|+ εm

⌊T ⌋+1∑
k=1

|X⌊nmt⌋+k|

≤ 2εm(bT c+ 1) max
1≤i≤⌊nmT ⌋+⌊T ⌋+1

|Xi|

と評価できる．この右辺は tに依存しない．すると {Xi}が同分布なので，
1

nm
logP (‖Y εm − Znm‖∞ > δ)

≤ 1

nm
logP

(
∪1≤i≤⌊nmT ⌋+⌊T ⌋+1{2εm(bT c+ 1)|Xi| > δ}

)
≤ 1

nm
log(bnmT c+ bT c+ 1) +

1

nm
logP (2εm(bT c+ 1)|X1| > δ) (8.12)

を得る．明らかに (8.12)の右辺第１項はm→∞のとき 0に収束する．よって (8.12)の
右辺第２項が−∞に発散することを確認すると (8.11)が得られて，本定理の証明が終
わる．
簡単のために ε̃m := 2εm(bT c+ 1)

√
dとおく．仮定 (FEM)によりX1の各成分は，任

意の r > 0に対して E
[
exp(r|Xj

i |)
]
<∞を満たす．κ > 0のとき，|X1| ≥ κならばある

j (1 ≤ j ≤ d)に対して |Xj
1 | ≥ κ/

√
dが成り立つため，

1

nm
logP (2εm(bT c+ 1)|X1| > δ)

=
1

nm
logP

(
∪1≤j≤d{|Xj

1 | > δ/ε̃m}
)

≤ log d

nm
+ max

1≤j≤d

1

nm
logP

(
exp(r|Xj

1 |) > exp(rδ/ε̃m)
)

≤ log d

nm
+ max

1≤j≤d

1

nm
log
(
exp(−rδ/ε̃m)E

[
exp(r|Xj

1 |)
])

≤ log d

nm
− rδ

nmε̃m
+ max

1≤j≤d

1

nm
logE

[
exp(r|Xj

1 |)
]

(8.13)

と評価できる．上で注意した指数可積分性により，(8.13)の右辺第１項と第３項はm→∞
のとき 0に収束する．よって

lim
m→∞

1

nm
logP (2εm(bT c+ 1)|X1| > δ) ≤ −rδ/{2(bT c+ 1)

√
d}−1

となる．ここで rは任意なので，r →∞として求める評価を得る．これで (8.11)が証明
できた．
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9 Schilderの大偏差原理
本章では Schilderの大偏差原理を論ずる．94 これは ε > 0を十分小さな正定数とすると
きに，√ε倍されたBrown運動の法則が満たす大偏差原理のことである．
T > 0と d ∈ Nを任意とし，原点から出発する d次元の連続な経路全体がなす空間を

C0 = {w = (w1, . . . , wd) : [0, T ]→ Rd | wは連続かつw0 = 0} (9.1)

と書く．通常の一様ノルム ‖w‖∞ = sup0≤t≤T |wt|の下で C0は可分なBanach空間になる
ので，C0上にはBorel加法族 B(C0)を入れる．よく知られているように，この空間上に
Wiener測度という非常に重要な確率測度があるが，本章ではこれをPと書く．（Pは d次
元標準Brown運動の法則だとも言える．）当然ながら Pの下では座標過程 (wt)0≤t≤T は d

次元標準Brown運動である．本章では基本的に確率空間 (C0,B(C0),P)上で作業する．
任意の ε > 0に対して，Pの下で定数倍写像w ∈ C0 7→

√
εw ∈ C0の法則を Pεと書く．

すなわち任意のA ∈ B(C0)に対して，Pε (A) = P (
√
εw ∈ A) として Pεを定める．Pεは

分散が ε倍された d次元Brown運動の法則である．ε↘ 0の時にPεは C0の零元における
Dirac測度 δ0に弱収束することに注意すると，これは大偏差原理を問いうる典型的な状
況であることがわかる．この問いに精密な答えを与えるのが本章の主題である Schilder

の大偏差原理である．
次に Brown運動に関する解析において非常に重要な役割を果たす Cameron-Martin

空間
H =

{
h = (h1, . . . , hd) ∈ C0 | hは絶対連続かつ ‖h‖2H :=

∫ T
0
|h′t|2dt <∞

}
(9.2)

を思い出そう．h, k ∈ Hに対して，内積は通常通り

〈h, k〉H :=

∫ T

0

h′t · k′t dt

と定義される．定義の仕方により，時間微分および不定積分という簡単な操作を通じて，
Cameron-Martin空間と L2([0, T ],Rd)はユニタリ同型である．特にHは可分な Hilbert

空間である．
Schilderの大偏差原理に現れる速度関数 I : C0 → [0,∞]は以下のように定義される．

I(w) =

{
1
2
‖w‖2H, w ∈ H,
∞, w /∈ H.

(9.3)

後で示すが，これは良い速度関数である．（証明は簡単ではないが，実はPε (H) = 0であ
る．ところが Schilderの大偏差原理に「効いている」のがこの零集合Hだけだというの
は，もし予備知識がなければ少し不思議に思える現象である．）

94本章ではEuclid空間の標準内積を 〈v, v′〉Rd ではなく v ·v′と書く（v, v′ ∈ Rd）．ノルムは |v| := √v · v
と書く．一方，２本線のノルム ‖ · ‖は無限次元空間のノルムに対してのみ使う．
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Schilderの大偏差原理の主張を正確に述べる．本章の残りでこの大偏差原理に３種類
の証明を与える．

定理 9.1. ε↘ 0とするとき，C0上のBorel確率測度の族 {Pε}ε∈(0,1]は良い速度関数 Iに
対して速度 1/εで大偏差原理を満たす．

後述する定理 9.12で見るように，実はこの大偏差原理の位相は α-Hölder位相（0 <

α < 1/2）に強めることができる．

9.1 経路空間に関する基本事項
C0とHに関する基本的な事実のうち，定理 9.1の証明中で使うものを本節で簡潔にま
とめておく．

補題 9.2. 埋め込み写像H ↪→ C0はコンパクトである．すなわちHの任意の有界集合は，
C0において相対コンパクトである．またこの埋め込みは稠密である．

証明. まずH内の任意の有界点列 {h(n)}n∈Nから，C0の位相で収束する部分列を抜き出
せることを示す．R := supn∈N ‖h(n)‖H <∞とおくと，0 ≤ s ≤ t ≤ T のときに Schwarz

の不等式により

|h(n)t − h(n)s| ≤
∫ t

s

|h(n)′u|du ≤
√
t− s

{∫ t

s

|h(n)′u|2du
}1/2

≤ R
√
t− s

が成り立つ．右辺はnに依存しないので，{h(n)}は同程度連続である．またh(n)0 = 0で
あるので，この式から ‖h(n)‖∞ ≤ R

√
T も従うため，{h(n)}は一様有界でもある．よっ

てAscoli-Arzelaの定理により，{h(n)}は C0の位相で収束する部分列を持つことがわか
る．これで埋め込みがコンパクトであることが示せた．
折れ線近似を用いて稠密性を示す．w ∈ C0の連続率をMw(δ) := sup0≤t−s≤δ |wt − ws|
とおく (0 < δ ≤ T )．wの一様連続性から各wに対して limδ↘0Mw(δ) = 0である．wに
対して n等分割 {jT/n | 0 ≤ j ≤ n}に対応する折れ線近似をw(n)と書く．このとき

‖w − w(n)‖∞ = sup
0≤t≤T

|wt − w(n)t|

≤ sup
0≤t≤T

{|wt − w[t]n |+ |w[t]n − w(n)t|} ≤ 2Mw(1/n).

よって limn→∞ ‖w−w(n)‖∞ = 0である．ここで [t]n := btn/T c · (T/n)は tを含む小区間
の左端である．折れ線は明らかにHに属するので，これはHの稠密性を意味する．

ここでHの弱収束や弱位相について復習しよう．H内の点列 {h(n)}n∈Nが h ∈ Hに
弱収束するとは，各 k ∈ Hに対して limn→∞〈h(n), k〉H = 〈h, k〉Hが成立することである．
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もちろん強収束（すなわち limn→∞ ‖h(n)− h‖H = 0）すれば弱収束もするが，逆は一般
には成立しない．
Hの弱位相は弱すぎるため点列の情報だけからでは位相を特定できない．弱位相を正
確に記述するには，各 g ∈ Hにおける基本近傍系を指定するのが簡明である．

Ṽ l1,...,lm
ε (g) := {f ∈ H | max

1≤i≤m
|〈f, li〉H − 〈g, li〉H| < ε}

とおき，{Ṽ l1,...,lm
ε (g) | ε > 0, m ∈ N, l1, . . . , lm ∈ H}を弱位相に関する gにおける基本

近傍系と定める．与えられた Ṽ l1,...,lm
ε (g)に対して十分小さな δ > 0を取れば，明らかに

BH(g, δ) ⊂ Ṽ l1,...,lm
ε (g)となるため，Hの強位相（ノルムから定まる位相）は弱位相より

強い．
補題 9.3. r > 0を任意とする．Hの閉球BH(0, r)はHの弱位相の下でコンパクトかつ
距離付け可能である．
証明. Hは可分なので強位相に関してHで稠密な可算集合 {aj | j ∈ N}が存在する．以
下これを固定して用いる．
まず対角線論法を用いて，弱位相の下での点列コンパクト性を証明する．（これは有名
なBanach-Alaogluの定理の特殊な場合である．）任意の点列 {h(n)}n∈N ⊂ BH(0, r)から
弱位相に関して収束する部分列を抜き出そう．|〈h(n), aj〉H| ≤ r‖aj‖Hとなるので，各 j

に対して {〈h(n), aj〉H}n∈N ⊂ Rは有界列である．したがって，ある部分列 {n1,k}kに対し
て {〈h(n1,k), a1〉H}kは k →∞のときに収束する．するとさらなる部分列 {n2,k}kが存在
して {〈h(n2,k), a2〉H}kは収束する．この要領で部分列を抜き出すことを繰り返すと次を得
る．各 jに対して部分列 {nj,k}kが存在して，(i) {nj,k}kは {nj−1,k}kの部分列であり，(ii)
{〈h(nj,k), aj〉H}kは収束する．ここで対角線論法を使うと，各 jに対して{〈h(nk,k), aj〉H}k
は収束することがわかる．
次は一般の l ∈ Hに対して {〈h(nk,k), l〉H}kが収束することを示す．稠密性により，任
意の δ > 0に対してある j ∈ Nが存在して ‖l − aj‖H < δとなるため，

|〈h(nk,k), l〉H − 〈h(nk′,k′), l〉H| ≤ |〈h(nk,k), l〉H − 〈h(nk,k), aj〉H|
+ |〈h(nk,k), aj〉H − 〈h(nk′,k′), aj〉H|
+ |〈h(nk′,k′), aj〉H − 〈h(nk′,k′), l〉H|

≤ 2rδ + |〈h(nk,k), aj〉H − 〈h(nk′,k′), aj〉H|

と評価できる．上極限を取った後に δ ↘ 0とすると

lim
k,k′→∞

|〈h(nk,k), l〉H − 〈h(nk′,k′), l〉H| = 0

が得られるので，{〈h(nk,k), l〉H}k∈NがCauchy列であることがわかる．以下では ξ〈l〉 :=
limk→∞〈h(nk,k), l〉Hと表す．極限を取る前の線形性が取った後にも遺伝するため，l 7→ ξ〈l〉
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の線形性はほぼ明らかである．また |〈h(nk,k), l〉H| ≤ r‖l‖Hの極限を取ると，|ξ〈l〉| ≤ r‖l‖H
を得るが，これは ξ ∈ H∗かつ ‖ξ‖H∗ ≤ rを意味する．よって，Rieszの表現定理で ξに
対応する元を h ∈ Hと書けば，h ∈ BH(0, r)かつ ξ〈l〉 = 〈h, l〉Hである．以上により，
{h(nk,k)}k∈Nがこの hに弱収束することがわかり，点列コンパクト性の証明が終わる．
最後に距離付け可能であることを示す．

ρ(f, g) :=
∞∑
j=1

2−j{1 ∧ |〈f, aj〉H − 〈g, aj〉H|}, f, g ∈ BH(0, r)

とおくと，ρがBH(0, r)上の距離関数になることは容易に示せる．以下で ρが誘導する
位相と弱位相が等しいことを示す．そのためには任意の g ∈ BH(0, r)における２つの位
相の基本近傍系が同値であることを示せばよい．まず

Uε := {f ∈ BH(0, r) | ρ(f, g) < ε}

とおくと，{Uε | ε > 0}は ρが誘導する位相に関して gにおける基本近傍系をなす．次は

V l1,...,lm
ε := {f ∈ BH(0, r) | max

1≤i≤m
|〈f, li〉H − 〈g, li〉H| < ε}

とおくと，{V l1,...,lm
ε | ε > 0, m ∈ N, l1, . . . , lm ∈ H}は弱位相に関して gにおける基本近

傍系をなす．
まず弱位相の方が強いことを見る．ε > 0を任意とする．このときm ∈ Nを∑∞

j=m+1 2
−j <

ε/2となるように取ると，V a1,...,am
ε/2 ⊂ Uεとなる．実際， f ∈ V a1,...,am

ε/2 のとき

ρ(f, g) :=
m∑
j=1

2−j{1 ∧ (ε/2)}+
∞∑

j=m+1

2−j < ε/2 + ε/2 = ε

となるからである．次は ρが誘導する位相の方が強いことを見る．V l1,...,lm
ε = ∩mi=1V

li
ε

に注意すると，任意の ε > 0と l ∈ Hに対してある δ > 0が Uδ ⊂ V l
ε を満たすこと

を示せば十分である．これらの εと lに対して，‖l − aj‖H < ε/(3r)となる aj を取り，
δ := 2−j{1 ∧ (ε/3)}とおく．f ∈ Uδとすると，1 ∧ |〈f, aj〉H − 〈g, aj〉H| < 1 ∧ (ε/3) であ
り，特に |〈f, aj〉H − 〈g, aj〉H| < ε/3である．すると

|〈f, l〉H − 〈g, l〉H| ≤ |〈f, l〉H − 〈f, aj〉H|+ |〈f, aj〉H − 〈g, aj〉H|+ |〈g, aj〉H − 〈g, l〉H|
≤ ‖f‖H‖l − aj‖H + |〈f, aj〉H − 〈g, aj〉H|+ ‖g‖H‖l − aj‖H
< rε/(3r) + ε/3 + rε/(3r) = ε

となるため，Uδ ⊂ V l
ε が得られる．これで２種類の位相が等しいことが証明できた．

区分的C2級関数についてここでまとめておく．g ∈ C0が区分的C2級であるとは，あ
る [0, T ]の分割 {0 = t0 < t1 < · · · < tN = T}が存在して，各小区間 [ti−1, ti]上では g
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は C2級であることとする．区分的 C2級の関数は当然Hに属する．このような区分的
C2級の関数の全体を PC2

0 := {g ∈ H | gは区分的C2級 } と書く．C1級関数の全体が
L2([0, T ],Rd)で稠密なことから，PC2

0 がHで稠密なことがわかる．
上記のような g ∈ PC2

0 と一般の h ∈ Hに対して，

〈g, h〉H =
N∑
i=1

∫ ti

ti−1

g′t · h′t dt

=
N∑
i=1

{
g′ti−0 · hti − g′ti−1+0 · hti−1

−
∫ ti

ti−1

g′′t · ht dt
}

(9.4)

と部分積分できる．この右辺の形を見ると，〈g, · 〉H ∈ H∗は C∗0 の元（すなわち C0上の
連続汎関数）になるように拡張できる．それを下付き添字を消して 〈g, · 〉と書く．（要す
るに 〈g, w〉は (9.4)の右辺において hをwで置き換えたものである．）
τ ∈ [0, T ]かつ 1 ≤ i ≤ dのときに，gとして特に gτ,it := (τ ∧ t)ei を選ぶと，任意
の w ∈ C0に対して 〈gτ,i, w〉H = wiτ が成り立つことが簡単にわかる．（なお {ei}di=1はRd

の標準基底である．）したがって，全ての g ∈ PC2
0 に対して 〈g, w〉 = 〈g, ŵ〉であれば，

w = ŵ ∈ C0である．

補題 9.4. w ∈ C0のとき，

‖w‖H = sup{|〈g, w〉| | g ∈ PC2
0 , ‖g‖H = 1}. (9.5)

ただし，通常どおりにw ∈ C0 \ Hのときは ‖w‖H =∞と定める．

証明. 簡単のため，(9.5)の右辺をMw ∈ [0,∞]と書く．PC2
0 はHにおいて稠密なので，

w ∈ HのときはMw = sup{|〈g, w〉| | g ∈ H, ‖g‖H = 1} = ‖w‖H <∞ が成立する．
逆にMw <∞を仮定する．このとき |〈g, w〉| ≤Mw‖g‖Hが全ての g ∈ PC2

0 に対して成
り立つが，稠密性と合わせて考えるとこれは 〈 · , w〉がH∗の元に一意的に拡張できること
を意味する．よってRieszの表現定理により，k ∈ Hが一意的に存在して 〈g, w〉 = 〈g, k〉H
が全ての g ∈ PC2

0 に対して成り立つ．ここで gとして上記の gτ,it := (τ ∧ t)eiを取ると，
w = kが従う．特にw ∈ Hである．これで証明が終わった．

本節の最後に h ∈ Hに対するWiener積分を思い出そう．95 通常どおりに

〈h,w〉 :=
∫ T

0

h′t · dwt

95Wiener積分とは端的に言えば被積分関数が非ランダムな場合の（伊藤流）確率積分のことである．詳
しくは [14, 第 1.7節]を参照せよ．
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と定め，これを確率空間 (C0,B(C0),P)上で定義された R値確率変数とみなす．一般の
h ∈ Hに対しては，〈h, ·〉は C0上の連続線形汎関数にならないことを念のため注意して
おく．ただし g ∈ PC2

0 のときはWiener積分に関しても部分積分が使えて

〈g, w〉 =
N∑
i=1

{
g′ti−0 · wti − g′ti−1+0 · wti−1

−
∫ ti

ti−1

g′′t · wt dt
}

となり (9.4)の右辺の hをwで置き換えたものと一致する．（つまりこの場合は 〈g, w〉と
いう記号が２種類の意味で定義されているが結局は一致する．）{〈h, · 〉 | h ∈ H}はよく
知られているようにHを添字にもつ平均 0のGauss系である．96 すなわち，〈h, · 〉の分
布は平均 0の正規分布で共分散は E [〈h1, · 〉〈h2, · 〉] = 〈h1, h2〉Hである．

9.2 速度関数
本節では Schilderの大偏差原理に現れる速度関数 Iが良いことを示す．

命題 9.5. 定義式 (9.3)で定めた関数 I : C0 → [0,∞]は良い速度関数である．

証明. 任意の r ∈ [0,∞)に対して，I−1([0, r]) = BH(0,
√
2r)が C0内のコンパクト集合で

あることを示せばよい．補題 9.2により，この集合は C0内で相対コンパクトなので，C0
の位相に関して閉であることを示せばよい．
{h(n)}n∈Nを I−1([0, r])内の点列とし，C0の位相に関してある w ∈ C0に収束すると
する．このとき wも再び I−1([0, r])に属すことを示す．補題 9.3により Hilbert空間の
閉球は弱位相に関してコンパクトなので，適当な部分列 {h(nj)}j∈Nと I−1([0, r])内の点
h(∞)が存在して，limj→∞ h(nj) = h(∞)と弱収束する．（すなわち任意の k ∈ Hに対し
て limj→∞〈h(nj), k〉H = 〈h(∞), k〉Hとなる．）
各 τ ∈ [0, T ]と 1 ≤ i ≤ dに対して kとして特に gτ,it := (τ ∧ t)eiを選ぶと，任意の

h ∈ Hに対して 〈h, gτ,i〉H = hiτが成り立つことから，limj→∞ h(nj)
i
τ = h(∞)iτとなる．一

方で {h(nj)}j∈Nは一様ノルムに関して wに収束するので，当然 limj→∞ h(nj)
i
τ = wiτ と

なるが，これはw = h(∞)を意味する．これでw ∈ I−1([0, r])がわかった．

9.3 下からの評価
本節では Schilderの大偏差原理（定理 9.1）の下からの評価を示す．証明の中で鍵とな
るのはWiener測度の平行移動に関するCameron-Martinの定理である．97

96Gauss系については例えば [2, 第 5.7節]を参照せよ．
97Cameron-Martinの定理については例えば [14, 第 1.7節]を見よ．（この定理はGirsanovの定理の特殊
な場合である．）
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命題 9.6. 任意の開集合O ⊂ C0に対して，次が成立する．
lim
ε↘0

ε logPε (O) ≥ − inf
w∈O

I(w).

証明. O 6= ∅の場合のみを示せば十分である．補題 9.2で示した稠密性により，このと
きO ∩H 6= ∅であるため，証明すべき不等式の右辺は有限である．
PC2

0 がHにおいて稠密であることとHの位相が C0の位相よりも強いことから，任意
の h ∈ Oに対して関数列 {gn}n∈N ⊂ O ∩ PC2

0 で limn→∞ ‖gn − h‖H = 0となるものが存
在する．特にO ∩ PC2

0 6= ∅であり，さらに次が成り立つ．
inf
w∈O

I(w) = inf
h∈O∩H

I(h) = inf
g∈O∩PC2

0

I(g).

さて g ∈ O ∩ PC2
0 としよう．このとき 〈g, · 〉 ∈ C∗0 だったので，Mg := ‖〈g, · 〉‖C∗

0
と書

こう．Oは開なので，δ > 0が十分小さければBC0(g, δ) ⊂ Oとなる．したがって
Pε (O) ≥ Pε (BC0(g, δ))

= P
(√

εw ∈ BC0(g, δ)
)

= E
[
1{

√
εw∈BC0 (0,δ)}

exp
(
− 1√

ε
〈g, w〉 − 1

2ε

∫ T

0

‖g‖2Hdt
)]

≥ e−I(g)/εE
[
1{

√
εw∈BC0 (0,δ)}

exp
(
−Mg‖w‖∞/

√
ε
)]

≥ e−{I(g)+δMg}/εP
(√

εw ∈ BC0(0, δ)
)

(9.6)

となる．二つ目の等号において wを g/
√
εだけ平行移動する際に Pに対する Cameron-

Martinの定理を用いた．
ε ↘ 0のときに Pε が C0 の零元における点測度 δ0 に収束するので，開球の重みは

P (
√
εw ∈ BC0(0, δ)) = Pε (BC0(0, δ))→ 1 と収束する．したがって (9.6)の両辺の対数を

取ると，
lim
ε↘0

ε logPε (O) ≥ −I(g)− δMg

を得る．δ ↘ 0とした後で，gをO ∩ PC2
0 を渡らせて上限を取ると

lim
ε↘0

ε logPε (O) ≥ − inf
g∈O∩PC2

0

I(g) = − inf
w∈O

I(w)

となり，求める下からの評価が得られた．

9.4 上からの評価（その１）
本節では Schilderの大偏差原理（定理 9.1）の上からの評価に１つ目の証明を与える．98
この証明方法は Brown運動の初等的な性質のみを使うのでかなり平易である．その反

98本節の記述は [46, 第 5章]を参考にした．
194



面，Brown運動に特有の性質を使うために，多くの確率過程に適用できるほどの一般性
はない．
上からの評価を始める前にまず１変数の広義積分に関する補題を証明しよう．

補題 9.7. (1) x > 0のとき，次が成り立つ．∫ ∞

x

e−y
2/2dy ≤ 1

x
e−x

2/2.

(2) α ≥ 0とする．αのみに依存する正定数Cが存在して次の不等式を満たす．∫ ∞

x

e−yyαdy ≤ Ce−x(xα + 1), x ≥ 0.

証明. (1)は有名な誤差関数の評価である．∫ ∞

x

e−y
2/2dy ≤

∫ ∞

x

y

x
e−y

2/2dy =
−1
x

[
e−y

2/2
]∞
y=x

=
1

x
e−x

2/2.

(2)を示す．z = y − xとおいて変数を yから zに変換すると∫ ∞

x

e−yyαdy = e−x
∫ ∞

0

e−z(x+ z)αdz

≤ e−x
∫ ∞

0

e−z2(α−1)∨0(xα + zα)dz

≤ 2(α−1)∨0e−x{xα + Γ(α + 1)}

と評価できる．ここで Γはガンマ関数である．

次にBrown運動 (wt)t∈[0,T ] = (w1
t , . . . , w

d
t )t∈[0,T ]がある時刻までに原点の δ近傍から出

ていく確率に対する指数的な評価を思い出そう．99（なお次の補題では最終時刻 T も任意
であることに注意せよ．）

補題 9.8. 100以上の状況の下で，次の評価が成立する．

P
(

sup
0≤s≤T

|ws| > R

)
≤ 2d exp

(
− R2

2dT

)
, R > 0.

99反射原理 P (Mt > u) = 2P (Bt > u)を使ってもこの種の評価は証明できる．反射原理については例え
ば [8, 第 2.6節]を参照せよ．
100本補題だけを独立して読むことが可能である．
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証明. まず d = 1の場合を示す．λ > 0に対してMλ
t := exp(λwt − λ2t/2)と定めると，

よく知られているように (Mλ
t )t∈[0,T ]は真のマルチンゲールになる．特に任意の λと tに

対して E
[
Mλ

t

]
= 1である．非負の劣マルチンゲールに対するDoobの不等式により101

P
(

sup
0≤t≤T

Mλ
t ≥ r

)
≤ 1

r
E
[
Mλ

T

]
=

1

r
, r > 0

が成り立つ．もし sup0≤t≤T wt > Rだとすると，

sup
0≤t≤T

Mλ
t ≥ exp

(
λR− λ2T/2

)
が成り立つため，

P
(

sup
0≤t≤T

wt > R

)
≤ P

(
sup

0≤t≤T
Mλ

t ≥ exp
(
λR− λ2T/2

))
≤ exp

(
−λR + λ2T/2

)
を得るが，特に λ = R/T を代入すると結局 P

(
sup0≤t≤T wt > R

)
≤ e−R

2/(2T )を得る．対
称性から−wもBrown運動なので，P (inf0≤t≤T wt < −R) ≤ e−R

2/(2T )も明らかに成り立
つ．よって

P
(

sup
0≤t≤T

|wt| > R

)
= P

({
sup

0≤t≤T
wt > R

}
∪
{

inf
0≤t≤T

wt < −R
})

≤ P
(

sup
0≤t≤T

wt > R

)
+ P

(
inf

0≤t≤T
wt < −R

)
≤ 2e−R

2/(2T )

を得る．これで d = 1の場合が証明できた．
一般の d ∈ Nの場合を示す．R > 0のとき，

‖w‖∞ > R =⇒
d∑
i=1

‖wi‖2∞ ≥ sup
t∈[0,T ]

d∑
i=1

|wit|2 > R2

=⇒ ある i ∈ {1, . . . , d}に対して ‖wi‖∞ > R/
√
d (9.7)

となる．よって，{‖w‖∞ > R} ⊂ ∪di=1{‖wi‖∞ > R/
√
d}であるので，

P (‖w‖∞ > R) ≤
d∑
i=1

P
(
‖wi‖∞ > R/

√
d
)
≤ 2de−R

2/(2dT )

となる．ここで d = 1の場合の評価を使った．これで補題の証明が終わった．

Schilderの大偏差原理（定理 9.1）の上からの評価を示す．

101確率過程の径数が連続時間である場合の Doobの不等式については [11, 13, 16]などを参照せよ．
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命題 9.9. 任意の閉集合 F ⊂ C0に対して，次が成立する．

lim
ε↘0

ε logPε (F ) ≤ − inf
w∈F

I(w). (9.8)

証明. F が空集合でないと仮定してよい．δ > 0に対してF δ = {w ∈ C0 | dC0(w,F ) ≤ δ}
および `δ = infw∈F δ I(w)とおく．F が閉であることと Iが良いことに注意して補題 1.15

を使うと limδ↘0 `δ = infw∈F I(w)とわかる．F δは半径 δの球を含むので，Hの C0内で
の稠密性から F δ内にHの元は無限個存在する．特に `δ <∞である．
[0, T ]の n等分点に対応した折れ線近似を与える写像 πn : C0 → C0を考える（n ≥ 2）．
すなわち πnwは各 j (1 ≤ j ≤ n)に対して [(j − 1)T/n, jT/n]上で線分であり，かつ
(πnw)jT/n = wjT/nを満たすものである．このとき，

w ∈ F ⇐⇒ “w ∈ F かつ ‖w − πnw‖∞ ≤ δ” または “w ∈ F かつ ‖w − πnw‖∞ > δ”

=⇒ “πnw ∈ F δ” または “‖w − πnw‖∞ > δ”

である．これから直ちに

Pε (F ) ≤ Pε
(
πnw ∈ F δ

)
+ Pε (‖w − πnw‖∞ > δ)

≤ Pε (I(πnw) ≥ `δ) + Pε (‖w − πnw‖∞ > δ)

= P (εI(πnw) ≥ `δ) + P
(√

ε‖w − πnw‖∞ > δ
)

(9.9)

が従う．２つ目の不等式は `δの定義から明らかである．
まず不等式 (9.9)の右辺第１項を評価しよう．直接の計算で

2I(πnw) =

∫ T

0

|(πnw)′u|2du =
d∑
i=1

n∑
j=1

(
wijT/n − wi(j−1)T/n√

T/n

)2

となる．Brown運動の独立増分性により，右辺は Pの下では nd個の独立な標準正規分
布に従う確率変数の 2乗和であるので，自由度 dnのカイ 2乗分布に従う．その確率密度
関数は

1(0,∞)(y)2
−dn/2Γ(dn/2)−1ydn/2−1e−y/2dy

であることを思い出そう．102よって，

P (εI(πnw) ≥ `δ) = P (2I(πnw) ≥ 2`δ/ε)

= C1

∫ ∞

2ℓδ/ε

ydn/2−1e−y/2dy

= C2

∫ ∞

ℓδ/ε

ydn/2−1e−ydy

102例えば [4, 第 6.3節]や [25, 332L]を見よ．
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≤ C3e
−ℓδ/ε{(`δ/ε)dn/2−1 + 1}

と評価できる．ここで補題 9.7 (2)を使った．なおC1, C2, C3は d, nのみによる適当な正
定数である．`δ > 0のときは両辺の ε logの上極限を取って

lim
ε↘0

ε logP (εI(πnw) ≥ `δ) ≤ −`δ (9.10)

を得る．この不等式は `δ = 0のときも明らかに成り立つ．
不等式 (9.9)の右辺第２項を評価する前に簡単な事実をいくつか列挙する．[0, T ]の部
分区間 Jに対して，‖w‖∞,J := supt∈J |wt|とおく．以下では J(n, j) = [(j−1)T/n, jT/n]

と書く．

• r > 0のとき，{‖w‖∞,J > r} ⊂ ∪di=1{‖wi‖∞,J > r/
√
d}である．これは補題 9.8の

証明中にある (9.7)式ですでに事実上示した．

• n ≥ 2およびR > 0のとき，

‖w‖∞ > R ⇐⇒ max
1≤j≤n

‖w‖∞,J(n,j) > R

⇐⇒ ある i ∈ {1, . . . , d}に対して ‖w‖∞,J(n,j) > R

であるから，{‖w‖∞ > R} ⊂ ∪di=1{‖w‖∞,J(n,j) > R}である．

• n ≥ 2およびR > 0のとき，

‖w‖∞,J(n,1) ≤ R/2 =⇒ ‖w − πnw‖∞,J(n,1) = sup
0≤t≤T/n

|wt − nT−1twT/n| ≤ R

である．この対偶をとると，{‖w − πnw‖∞,J(n,1) > R} ⊂ {‖w‖∞,J(n,1) > R/2}と
わかる．

• wの時間に関する平行移動不変性，すなわち任意の s ≥ 0に対し (wt+s −ws)t≥0が
再びBrown運動であることを思い出そう．このとき任意の jに対して

‖w − πnw‖∞,J(n,j)

= sup
(j−1)T/n≤t≤jT/n

∣∣wt − w(j−1)T/n − nT−1
(
t− (j − 1)T/n

)
(wjT/n − w(j−1)T/n)

∣∣
= sup

0≤u≤T/n
|w̃u − nT−1uw̃T/n|

Law
= ‖w − πnw‖∞,J(n,1)

となるので，{‖w− πnw‖∞,J(n,j)}nj=1は同分布である．（ここで u := t− (j − 1)T/n

および w̃u := wu+(j−1)T/n − w(j−1)T/nと書き，上記の平行移動不変性を用いた．）
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上記の事実を使って，不等式 (9.9)の右辺第２項を評価すると

P
(√

ε‖w − πnw‖∞ > δ
)
≤ P

(
∪nj=1{‖w − πnw‖∞,J(n,j) > δ/

√
ε}
)

≤
n∑
j=1

P
(
‖w − πnw‖∞,J(n,j) > δ/

√
ε
)

= nP
(
‖w − πnw‖∞,J(n,1) > δ/

√
ε
)

≤ nP
(
‖w‖∞,J(n,1) > δ/

√
4ε
)

≤ 2dn exp

(
− nδ2

8Tdε

)
(9.11)

となる．ここで補題 9.8を使った．これから直ちに

lim
ε↘0

ε logP
(√

ε‖w − πnw‖∞ > δ
)
≤ − nδ

2

8Td
(9.12)

と求まる．(9.9)，(9.10)，(9.12) および補題 1.9により

lim
ε↘0

ε logPε (F ) ≤ −min

{
`δ,

nδ2

8Td

}
を得るが，`δ <∞なのでn→∞として limε↘0 ε logPε (F ) ≤ −`δを得る．最後に δ ↘ 0

として，この証明の冒頭に注意した事実を用いると証明が終わる．

9.5 上からの評価（その２）
本節では Schilderの大偏差原理（定理 9.1）の上からの評価（命題 9.9）に２つ目の証
明を与える．103 この証明法は Ferniqueの定理に代表される Brown運動のGauss的な性
質を用いるものの，Brown運動に特有な性質は用いない．
まず α-Hölderノルムを通常どおり以下のように定める（0 < α ≤ 1）．

‖w‖α := sup
0≤s<t≤1

|wt − ws|
(t− s)α

∈ [0,∞], w ∈ C0

また α-Hölder空間を Cα0 = {w ∈ C0 | ‖w‖α < ∞} とおく．よく知られているように，
0 < α < 1/2のときに E [‖w‖α] < ∞となるので，104 特に P (‖w‖α <∞) = 1であり，
Wiener測度 Pは実は Cα0 上の測度である．
まずWiener測度の下で α-Hölderノルムは２乗指数可積分性を持つことを主張する

Ferniqueの定理を思い出そう．

103本節の記述は主に [45, 第 4.1.5節]を参考にした．
104Kolmogorov(-Čentsov)の連続変形定理による．[2, 定理 5.24]，[8, 定理 2.8]，[16, 定理 1.3.2]などを
参照せよ．
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命題 9.10. 0 < α < 1/2とする．このとき適当な正定数 c = cα が存在して

E
[
exp(c‖w‖2α)

]
<∞

を満たす．
証明. 本証明中では次元を明記して P = Pd および Cα0 = Cα0,dと書く．直積空間

Cα0,2d = Cα0,d × Cα0,d = {(w, z) | w, z ∈ Cα0,d}

上に直積測度P2d = Pd⊗Pdを入れる．P2dは 2d次元のWiener測度である．すなわちこ
の測度の下で座標過程 (wt, zt)0≤t≤T は 2d次元の標準Brown運動である．Brown運動を
直交行列で回転させても法則は不変なので，この測度の下で(

w + z√
2
,
w − z√

2

)
=

(
wt + zt√

2
,
wt − zt√

2

)
0≤t≤T

も再び 2d次元の標準Brown運動になることに注意せよ．特に P2dの下で，(w + z)/
√
2

と (w − z)/
√
2は独立同分布で，共に Pdに従う．

以上により，0 < s < tのとき

Pd (‖w‖α ≤ s) Pd (‖w‖α > t)

= P2d

(
‖w − z‖α√

2
≤ s

)
P2d

(
‖w + z‖α√

2
> t

)
= P2d

(
‖w − z‖α√

2
≤ s,

‖w + z‖α√
2

> t

)
≤ P2d

(∣∣‖w‖α − ‖z‖α∣∣ ≤ √2s, ‖w‖α + ‖z‖α >
√
2t
)

≤ P2d

(
‖w‖α >

t− s√
2
, ‖z‖α >

t− s√
2

)
= Pd

(
‖w‖α >

t− s√
2

)2

. (9.13)

なお下から２行目の不等号は，‖w‖αと ‖z‖αの大小を場合分けすればごく簡単に示せる．
さて lims→∞ Pd (‖w‖α ≤ s) = 1なので，sを十分大きく取ればPd (‖w‖α ≤ s) ≥ 9

10
とな

る．そのようなsを一つ固定しよう．単調増加列{tn}∞n=0を t0 := sおよび tn := s+
√
2tn−1

（n ∈ N）によって定める．すると (9.13)により

Pd (‖w‖α ≤ s) Pd (‖w‖α > tn) ≤ Pd (‖w‖α > tn−1)
2

を得る．さらにこれから直ちに
Pd (‖w‖α > tn)

Pd (‖w‖α ≤ s)
≤
(
Pd (‖w‖α > tn−1)

Pd (‖w‖α ≤ s)

)2
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という簡単な漸化式を得る．したがって帰納法により

Pd (‖w‖α > tn)

Pd (‖w‖α ≤ s)
≤
(
Pd (‖w‖α > s)

Pd (‖w‖α ≤ s)

)2n

となる．直接計算により

tn = (1 + 21/2 + · · ·+ 2n/2)s =
2(n+1)/2 − 1√

2− 1
s ≤ 4 · 2n/2s

と求まるので，任意の nに対して

Pd
(
‖w‖α > 4 · 2n/2s

)
≤ Pd (‖w‖α > tn)

≤ Pd (‖w‖α ≤ s)

(
Pd (‖w‖α > s)

Pd (‖w‖α ≤ s)

)2n

≤
(
1/10

9/10

)2n

≤
(
1

9

)2n

が成立する．
これを用いて所望の可積分性を示す．

Ed
[
exp
(
‖w‖2α/(32s2)

)]
≤ e

1
2Pd (‖w‖α ≤ 4s)

+
∞∑
n=0

e2
nPd

(
4 · 2n/2s < ‖w‖α ≤ 4 · 2(n+1)/2s

)
≤ e

1
2 +

∞∑
n=0

(e
9

)2n
<∞.

したがって，正定数 c = (32s2)−1に対して本命題の主張が成り立つ．

上記の Ferniqueの定理を用いると，{Pε}0<ε≤1の指数的緊密性が簡単に証明できる．

命題 9.11. ε↘ 0のとき，{Pε}0<ε≤1は C0上で指数的に緊密である．

証明. まず α ∈ (0, 1/2)を一つ取る．r > 0のとき，Ar := {w ∈ C0 | ‖w‖α ≤ r}とおく
と，Arは一様有界かつ同程度連続であるため，Ascoli-Arzelaの定理により C0において
相対コンパクトである．（これは補題 9.2の証明と事実上同じ議論である．）
正定数 cを Ferniqueの定理（命題 9.10）に現れるものとすると，

Pε ((Ar)c) = Pε (‖w‖α > r)

= P
(
‖w‖α > r/

√
ε
)

= P
(
exp(c‖w‖2α) > exp(cr2/ε)

)
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≤ exp(−cr2/ε)E
[
exp(c‖w‖2α)

]
となる．最後の式変形でChebyshevの不等式を使った．Ferniqueの定理により最右辺の
期待値は有限なので，

lim
ε↘0

ε logPε
(
(Ar )

c
)
≤ lim

ε↘0
ε logPε ((Ar)c) ≤ −cr2

を得る．rは任意なので，rを十分大きく取ると {Pε}が指数的に緊密であることがわか
る．

それでは Schilderの大偏差原理（定理 9.1）の上からの評価に２つ目の証明を与える．
命題 9.9の証明（その２）. まず次の事実を示す．

lim
r↘0

lim
ε↘0

ε logPε (BC0(w, r)) ≤ −I(w), w ∈ C0. (9.14)

w ∈ C0と g ∈ PC2
0 を任意とする．(9.4)の直後の注意により，〈g, · 〉 ∈ C∗0 なので

Pε (BC0(w, r)) = P
(
BC0(w/

√
ε, r/
√
ε)
)

= E
[
e−⟨g, · ⟩/

√
εe⟨g, · ⟩/

√
ε, BC0(w/

√
ε, r/
√
ε)
]

≤ exp
(
−ε−1〈g, w〉+ ε−1r‖〈g, · 〉‖C∗

0

)
E
[
e⟨g, · ⟩/

√
ε
]

= exp
(
−ε−1〈g, w〉+ ε−1r‖〈g, · 〉‖C∗

0
+ ε−1‖g‖2H/2

)
となる．最後の等号で 〈g, · 〉/√εが平均 0で分散 ‖g‖2H/εの正規分布に従うことと積分
公式

1√
2πv

∫
R
exe−x

2/(2v)dx =
1√
2π

∫
R
ev/2e−(x−

√
v)2/2dx = ev/2, v > 0

を用いた．
上の球の重みに関する等式において gは任意なので，直ちに次の評価を得る．

lim
r↘0

lim
ε↘0

ε logPε (BC0(w, r)) ≤ − sup
g∈PC2

0

(
〈g, w〉 − 1

2
‖g‖2H

)
.

したがって，次の等式を示せば (9.14)が証明できる．

sup
g∈PC2

0

(
〈g, w〉 − 1

2
‖g‖2H

)
= sup

g∈PC2
0 :∥g∥H=1

1

2
〈g, w〉2 = I(w). (9.15)

(9.15)の右側の等号は補題 9.4で示されたので，これから左側の等号を示す．以下で
はwを固定してΦ(g) = 〈g, w〉 − 1

2
‖g‖2Hと定める．さらに g 6= 0も固定して，t ∈ Rの２

次関数 ϕを ϕ(t) = Φ(tg)と定めると，

ϕ(t) = t〈g, w〉 − t2

2
‖g‖2H = −1

2
‖g‖2H

(
〈g, w〉
‖g‖2H

− t
)2

+
1

2

〈
g

‖g‖H
, w

〉2
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と平方完成できるので，t = 〈g, w〉/‖g‖2Hのときに ϕは最大値 〈g/‖g‖H, w〉2 ≥ 0を取る
ことがわかる．よって

sup
g∈PC2

0

(
〈g, w〉 − 1

2
‖g‖2H

)
= 0 ∨ sup

g∈PC2
0 ,g ̸=0

(
〈g, w〉 − 1

2
‖g‖2H

)
= 0 ∨ sup

g∈PC2
0 ,g ̸=0

1

2

〈
g

‖g‖H
, w

〉2

= sup
g∈PC2

0 :∥g∥H=1

1

2
〈g, w〉2

と求まる．これで (9.15)が証明できた．
次は (9.14)から弱大偏差原理の上からの評価（すなわち任意のコンパクト集合F ⊂ C0
に対して不等式 (9.8)）が従うことを見る．F 6= ∅としてよい．κ ∈ (0, 1)とする．(9.14)に
より，任意のw ∈ F に対して，ある r(w) > 0と ε(w) ∈ (0, 1]が存在して，0 < ε < ε(w)

のときに
ε logPε (BC0(w, r(w))) ≤

{
−1−κ

2
‖w‖2H, w ∈ Hのとき,

− 1
κ
, w /∈ Hのとき

となる．コンパクト性により有限個のw1, . . . , wN ∈ F に対し，F ⊂ ∪Ni=1BW(wi, r(wi))

と被覆できる．したがって

lim
ε↘0

ε logPε (F ) ≤ lim
ε↘0

ε log

(
N∑
i=1

Pε
(
BC0(wi, r(wi))

))
≤ max

1≤i≤N
lim
ε↘0

ε logPε
(
BC0(wi, r(wi))

)
≤ −min

{
1− κ
2

inf
w∈F
‖w‖2H,

1

κ

}
という評価を得る．ここで補題 1.9も用いた．最後に κ↘ 0として，弱大偏差原理の上
からの評価を得る．これを命題 9.11で示した {Pε}の指数的緊密性と合わせると，命題
1.23により求める大偏差原理の上からの評価が従うので証明が終わる．

この証明方法の長所として，ごく簡単に Schilderの大偏差原理の位相がHölder位相に
強められる点がある．そうできる最大の理由は，Ferniqueの定理（命題 9.10）を証明す
る労力が一様収束位相の場合とHölder位相の場合で違わないからである．
定理 9.12. 0 < α < 1/2とする．Schilderの大偏差原理（定理 9.1）はHölder空間 Cα0 上
で成り立つ．
証明. α′ ∈ (α, 1/2)を取る．このとき埋め込み写像 Cα′

0 ↪→ Cα0 はコンパクトである．これ
はAscoli-Arzelaの定理とほぼ自明の不等式 ‖w‖α ≤ ‖w‖α/α

′

α′ (2‖w‖∞)1−(α/α′) により簡単
に確かめられる．命題 9.11と同様の議論で {Pε}0<ε≤1は Cα0 上で指数的に緊密であるこ
とが示せる．これで埋め込み Cα0 ↪→ C0に対して逆縮小原理（命題 1.32）を使えるので，
証明が終わる．
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9.6 Mogulskiiの大偏差原理（または射影極限法）を用いる証明
本節では第 8章で証明したMogulskiiの大偏差原理を用いて，Schilderの大偏差原理

（定理 9.1）に３つ目の証明を与える．Mogulskiiの大偏差原理は射影極限法を用いて示
すので，射影極限法を使う証明法だとも言える．なお本節では基本的に 9.1節–9.5節で
示した諸事実をほとんど使っておらず，唯一の例外は補題 9.8で示した１次元Brown運
動が原点の近傍から脱出する確率に対する評価のみである．

定理 9.1の証明（その３）. 記述の便宜上，(wt)t≥0を時間区間を [0,∞)に延長した d次
元 Brown運動とする．t ≥ 0に対して Y ε

t :=
√
εwε⌊t/ε⌋ （すなわち k ∈ N, t ∈ [(k −

1)ε, kε)のときに Y ε
t :=

√
εw(k−1)ε）と定める．Brown運動の基本性質からすぐに見える

が，{(wkε −w(k−1)ε)/
√
ε}k∈NはRd値の独立同分布列で，(wkε −w(k−1)ε)/

√
εの分布は d

次元の標準正規分布である．この Y εは (8.10)で定義した確率過程の特殊例であること
に注意せよ．実際，t ∈ [(k − 1)ε, kε)のときに Y ε

t = ε
∑k−1

i=1 (wiε −w(i−1)ε)/
√
ε となるの

で，結局 (8.10)の定義と一致している．よってMogulskiiの大偏差原理の連続パラメー
タ版（定理 8.9）を (Y ε

t )t∈[0,T ]に適用できる．
簡単な平方完成により，この場合のΛとΛ∗はそれぞれ

Λ(λ) = log

∫
Rd

eλ·x
e−|x|2/2

(2π)d/2
dx =

1

2
|λ|2, λ ∈ Rd,

Λ∗(x) = sup
λ∈Rd

{
λ · x− 1

2
|λ|2
}

=
1

2
|x|2, x ∈ Rd

と求まる．Λ∗の形から直ちにMogulskiiの大偏差原理中の速度関数は (9.3)で定めたも
のと一致することがわかる．以上により {Y ε}ε∈(0,1]は L∞([0, T ],Rd)上で ε ↘ 0のとき
に，良い速度関数 Iに対して大偏差原理を満たすことがわかった．
以下 δ > 0とし，区間 J上のL∞ノルムを ‖ · ‖∞,J と表す．命題 9.9の証明中の不等式

(9.11)とほぼ同じ議論により

P
(
‖
√
εw − Y ε‖∞,[0,T ] > δ

)
≤ P

(
∪1≤k≤⌊T/ε⌋+1{‖

√
εw − Y ε‖∞,[(k−1)ε,kε) > δ}

)
≤

⌊T/ε⌋+1∑
k=1

P
(
‖
√
εw − Y ε‖∞,[(k−1)ε,kε) > δ

)
=

⌊T/ε⌋+1∑
k=1

P
(

sup
0≤s≤ε

|
√
ε(ws+(k−1)ε − w(k−1)ε)| > δ

)
= (bT/εc+ 1)P

(
sup
0≤s≤ε

|ws| > δ/
√
ε

)
≤ 2d(bT/εc+ 1)e−δ

2/(2dε2)
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と評価できる．ここで u ≥ 0のとき (wt+u−wu)t≥0が再びBrown運動になることと補題
9.8を用いた．これから直ちに

lim
ε↘0

ε logP
(
‖
√
εw − Y ε‖∞,[0,T ] > δ

)
= −∞, δ > 0

が従うので，√εwの法則と Y εの法則は指数的に同値である．したがって命題 1.34によ
り√εwの法則もL∞([0, T ],Rd)上で ε↘ 0のときに，同じ良い速度関数 Iに対して大偏
差原理を満たす．
連続な経路空間 C0はL∞([0, T ],Rd)の閉部分集合である．ノルムの定義から明らかだ
が，前者の位相は後者の位相の相対位相であることに注意せよ．また明らかに√εwの法
則は C0上の測度であり，Iの実効定義域は C0に含まれる．したがって命題 1.19(2)によ
りこの大偏差原理は実は C0上で成立している．以上で Schilderの大偏差原理（定理 9.1）
の上からの評価に対する３つ目の証明が終わった．

9.7 抽象Wiener空間上のSchilder型大偏差原理に関する補足
大雑把に言うと，可分Banach空間に平均 0のGauss測度を入れたものを抽象Wiener

空間と呼ぶ．105 Schilderの大偏差原理は抽象Wiener空間上の大偏差原理として見事に一
般化されており，現代ではこの一般化された形を学ぶのが普通である．本節ではこれを
紹介する．（抽象Wiener空間の一般論を説明するのにかなりの時間がかかるため，本節
では事実を紹介するだけにとどめ，基本的に証明は与えない．）
まず抽象Wiener空間を導入する．X を可分Banach空間，HをX に連続かつ稠密に
埋め込まれた可分Hilbert空間，µをX 上のBorel確率測度で∫

X
exp(
√
−1〈ϕ,w〉)µ(dw) = exp

(
−1

2
‖ϕ‖2H∗

)
, ϕ ∈ X ∗ (9.16)

を満たすときに，(X ,H, µ)を抽象Wiener空間と呼ぶ．ここで連続埋め込み H ↪→ X
の双対を取ることで，X ∗ ↪→ H∗と連続かつ稠密に埋め込まれている．ちなみにHを
Cameron-Martin空間と呼ぶ．
実は以下のように直感的にわかりやすい方法でµを構成できる．説明の便宜上，dimH =

∞とする．（dimH <∞の場合は簡単なので省略する．）{hi}i∈NをHの任意の完全正規
直交系とし，各 Ziが標準正規分布に従う独立同分布なR値確率変数列 {Zi}i∈Nとする．
このとき測度の等式

µ
Law
=

∞∑
i=1

Zihi (9.17)

が成り立つことが知られている．右辺はX 値確率変数列の法則収束を意味する．

105抽象Wiener空間については，例えば [12, 28]を参照せよ．
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(9.16)において ϕを tϕ (t ∈ R)で置き換えると，実数値確率変数 ϕの法則の特性関数
が exp(−t2‖ϕ‖2H∗/2)だとわかる．よって ϕは平均 0で分散 ‖ϕ‖2H∗ のGauss分布に従う．
分極化を用いて，ϕと ψの共分散が 〈ϕ, ψ〉H∗ であることも簡単に示せる．すなわちX ∗

は µの下で平均 0で共分散がH∗の内積であるようなGauss系をなす．
ε > 0のとき，µの下で定数倍写像w ∈ X 7→

√
εw ∈ X の法則を µεと書く．すなわち

任意のBorel集合A ⊂ X に対して，µε(A) = µ (
√
εw ∈ A) として µεを定める．µεは元

のGauss測度 µの分散を ε倍したGauss測度である．また J : X → [0,∞]を以下のよう
に定めると，実は J は良い速度関数である．

J(w) =

{
1
2
‖w‖2H, w ∈ H,
∞, w ∈ X \ H.

抽象Wiener空間上の Schilder型大偏差原理を紹介する．本書では証明を与えないが，
第 9.5節で紹介したFerniqueの定理を用いる２つ目の証明法とほぼ同じ論法で証明でき
る．106 それ以外に抽象Wiener空間上の等周不等式を用いる証明法も知られている．107

定理 9.13. ε ↘ 0とするとき，X 上の Borel確率測度の族 {µε}ε∈(0,1]は良い速度関数 J

に対して速度 1/εで大偏差原理を満たす．

本章で議論した古典的Wiener空間 (C0,H,P)はもちろん抽象Wiener空間の最重要例
である．また自明な例として，Euclid空間Rdに標準正規分布を入れたものがある．そ
れ以外の典型的な例をいくつか紹介しよう．
次の例を見ると，定理 9.12は定理 9.13の特殊例であることがわかる．

例 9.14. 第 9.5節の冒頭にあるように，0 < α < 1/2とし，Cα0 を α-Hölder空間とする．
またHを標準 Brown運動に関するCameron-Martin空間とする．d次元Wiener測度 P
は Cα0 上の測度で，さらにH ⊂ Cα0 であるが，実は Cα0 は可分でない．そこで次で定義さ
れる部分空間を考える．108

C̃α0 =

{
w ∈ Cα0

∣∣∣∣ limκ↘0
sup

0<t−s≤κ

|wt − ws|
(t− s)α

= 0

}
.

ここで上限は 0 < t−s ≤ κを満たす s, t ∈ [0, T ]を渡って取る．この C̃α0 は Cα0 の可分な部
分Banach空間であることが知られている．さらに 0 < α < β < 1/2のとき Cβ0 ⊂ C̃α0 と
包含されるため，H ⊂ C̃α0 かつ P(C̃α0 ) = 1である．これから予想できるように (C̃α0 ,H,P)
は抽象Wiener空間になる．

106例えば [45, 第 4.1.5節]または [44, 第 8.4節]を参照せよ．
107この方法については [28, 第 4.9節]または [24, 第 8.3節]などを参照せよ．
108これを「小 Hölder空間」という名前で呼ぶ文献もある．
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時間区間を無限区間 [0,∞)に取り替えた場合でも，d次元標準 Brown運動 (wt)t≥0に
対する Schilderの大偏差原理が成り立つことが次の例からわかる．この場合も (wt)t≥0の
法則（すなわちWiener測度）を引き続き Pと表すことにする．
例 9.15. d ∈ Nとし，C0([0,∞),Rd) := {w : [0,∞) → Rd | wは連続かつw0 = 0} に広
義一様収束の位相を入れる．この空間は Fréchet空間ではあるがBanach空間ではない．
そこで
X := {w ∈ C0([0,∞),Rd) | lim

t→∞
|wt|/(1 + t) = 0}, ‖w‖X := sup

t≥0
|wt|/(1 + t)

と定めると，X は可分なBanach空間になる．この例におけるCameron-Martin空間は
H :=

{
h ∈ C0([0,∞),Rd) | hは絶対連続かつ ‖h‖2H :=

∫∞
0
|h′t|2dt <∞

}
である．実はPはX 上の確率測度であり，(X ,H,P)は抽象Wiener空間であることが知
られている．109 （なおX は C0([0,∞),Rd)に連続に埋め込まれているので，広義一様位
相に関しても Schilderの大偏差原理は成り立つ．）

Brown運動でないGauss過程の典型例として，非整数 Brown運動が挙げられる．こ
の過程はHurst指数と呼ばれるパラメーター γ ∈ (0, 1)で添字付けられている．定義に
より γ = 1/2の場合はこの過程はBrown運動と一致する．一方 γ 6= 1/2の場合はこの過
程は半マルチンゲールでもMarkov過程でもないことが知られている．次の例により非
整数Brown運動も Schilder型大偏差原理を満たすことがわかる．
例 9.16. d ∈ N, T > 0, γ ∈ (0, 1)とする．Rd値確率過程 (wγt )t∈[0,T ] = (wγ,1t , . . . , wγ,dt )t∈[0,T ]
が平均 0の連続Gauss過程であり，さらに共分散が

E
[
wγ,is w

γ,j
t

]
=
δij
2
(s2γ + t2γ − |t− s|2γ), s, t ∈ [0, T ], i, j ∈ {1, . . . , d}

で与えられるとき，(wγt )を Hurst指数 γを持つ非整数 Brown運動であるという．ここ
で δij は Kroneckerのデルタ記号である．この確率過程の法則を µγ と表す．対応する
Cameron-Martin空間Hγ は Volterra積分核を用いて具体的に表示できることが知られ
ているが，煩雑なのでここでは省略する．110(C0,Hγ, µγ)は抽象Wiener空間であること
が知られている．さらに 0 < α < γならば，実は (C̃α0 ,Hγ, µγ)も抽象Wiener空間である
ことが知られている．（ここで C̃α0 は例 9.14で定義された空間である．）

最後の例として無限次元Brown運動を挙げる．抽象Wiener空間の理論ではよく知ら
れているのだが，抽象Wiener空間 (X ,H, µ)に値を取るBrown運動で時刻 t = 1におけ
る分布が µであるものが存在する．無限次元Brown運動（あるいは可算無限個の 1次元
標準Brown運動）を扱う枠組みとしては，これが便利である．
109例えば [44, 第 8.1節]を参照せよ．
110例えば [30, 第 4.2節]を参照せよ．
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例 9.17. (X ,H, µ)を無限次元の抽象Wiener空間とし，{hi}i∈N を Hの任意の完全正
規直交系とする．また Y := {w ∈ C0([0,∞),Rd) | limt→∞ ‖wt‖X/(1 + t) = 0} および
‖w‖Y := supt≥0 ‖wt‖X/(1 + t)と定めると，Yは可分なBanach空間になる．
{(wit)t≥0 | i ∈ N}を適当な確率空間の上で定義された独立同分布な 1次元の標準Brown

運動の列だとする．このとき
∞∑
i=1

wi·hi := lim
N→∞

N∑
i=1

wi·hi (9.18)

はY値確率変数列として，完全正規直交系 {hi}に依存しないある確率測度PX に法則収
束することが知られている．111以下 (Wt)t≥0をPX を法則とする確率過程だとする．(9.17)
と (9.18)を比較すればすぐわかるが，s ≥ 0のときWsがX 上に誘導する法則はµs（µの
分散を s倍したGauss測度）である．また1次元Brown運動の基本性質により，0 ≤ s ≤ t

のとき，Wt−Wsは σ{Wu | 0 ≤ u ≤ s}に独立で，その法則はWt−sの法則と等しい．こ
れらの性質により，PX を法則とする確率過程をX 値Brown運動 (Wt)t≥0と呼んでおか
しくないことがわかる．
この場合のCameron-Martin空間Kは以下で与えられる．

K =
{
k : [0, T ]→ H | k0 = 0, kは絶対連続かつ ‖k‖2K :=

∫∞
0
‖k′t‖2Hdt <∞

}
.

上記の３つ組 (Y ,K,PX )は抽象Wiener空間であることが知られている．112

111これは伊藤・西尾の定理 [52]の特殊例だと思える．ちなみにその定理によれば，実はこの無限和は概
収束している．
112例えば [44, 第 8.6節]を見よ．
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10 Freidlin-Wentzellの大偏差原理
T > 0と d ∈ Nを任意とし，第 9章と同じく時間区間 [0, T ]上のRd値標準Brown運動
に関するWiener空間とCameron-Martin空間を (C0,B(C0),P)およびHと書く．すなわ
ち C0とHはそれぞれ (9.1)と (9.2)で定義される経路空間で，Pは d次元のWiener測度，
B(C0)は C0のBorel加法族である．Pの下では座標過程 (wt)0≤t≤T は d次元標準Brown運
動である．N をP零集合の全体とし，F = B(C0)∨N をBorel加法族のP完備化とする．
また 0 ≤ t ≤ T のとき，Ft = σ{ws | 0 ≤ s ≤ t} ∨N とおく．これは時刻 tまでのBrown

運動の全情報を Pに関して完備化したものだと思える．よく知られているように，情報
系 {Ft}t∈[0,T ]は右連続なので，113 ４つ組 (C0,F ,P; {Ft}t∈[0,T ])はいわゆる「通常の条件」
を満たす．本章で確率微分方程式（SDE）の計算をする際には，基本的にこの４つ組の
上で作業する．114
さて伊藤型のSDEを導入しよう．e ∈ Nを任意とし，115 σ : Re → Re×dと b : Re → Reを
十分良い関数だとする．Re×dは e×d型実行列全体のなす集合である．本章では ε ∈ (0, 1]

に対して，εを添字に持つ次の SDEを考える．116

Xε
t = a+

∫ t

0

b(Xε
s )ds+

√
ε

∫ t

0

σ(Xε
s )dws, t ∈ [0, T ]. (10.1)

右辺の第 3項は伊藤積分である．初期値 a ∈ Reは任意だが，以下では固定する．Xεは
e次元の経路空間 C̃ := {x : [0, T ]→ Re | xは連続 }に値を取る確率変数と見なすのが自
然である．C̃は通常の一様ノルム ‖x‖∞ := supt∈[0,T ] |xt|の下で可分Banach空間になる．
C̃にはこのBanach位相から決まるBorel集合体 B(C̃)を入れる．
上記の SDE(10.1)において，ε ↘ 0のときに，Xεに関する量がどのような極限挙動
を示すかを調べる問題を小雑音問題と称する．（そう称する場合には εは σの係数ではな
く，むしろ雑音 dwtの係数だと見なしている．）このとき，少なくとも形式的にはXεは
次の常微分方程式（ODE）の解X0に収束する．

X0
t = a+

∫ t

0

b(X0
s )ds, t ∈ [0, T ]. (10.2)

このX0は非ランダムなので，その法則はDirac測度 δX0である．したがって，C̃に値を
取る確率変数の族 {Xε}ε∈(0,1]が ε↘ 0のときに大偏差原理を満たすかどうかを問うのは

113例えば [16, 補題 1.4.10]，[13, 定理 3.17]，[11, 命題 3.7.5]などを見よ．
114本章でもEuclid空間の標準内積を 〈v, v′〉Rd ではなく v ·v′と書く（v, v′ ∈ Rd）．ノルムは |v| = √v · v
と書く．一方，２本線のノルム ‖ · ‖は無限次元空間のノルムに対してのみ使う．
115本章では eは自然対数の底ではなく，次元を表す．
116SDEに関する予備知識のうち本章で仮定しているのは，標準的な SDEの教科書において巻頭から

「大域的 Lipschitz条件下での（強い）解の存在と一意性」までの部分に書いてある事項である．そのよう
な教科書の例として [8, 11, 13, 16, 18, 23]などを挙げておく．
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自然であろう．これは Freidlin-Wentzellの大偏差原理と呼ばれ，小雑音問題の代表例で
ある．
次は SDE(10.1)に付随する骨格ODEを導入する．h ∈ Hと任意とし，(10.1)におけ
る εdwsを dhs = h′sdsで形式的に置き換えると，hにより制御される次の骨格ODEを
得る．

ϕht = a+

∫ t

0

b(ϕhs )ds+

∫ t

0

σ(ϕhs )h
′
sds, t ∈ [0, T ]. (10.3)

係数 σと bが十分良い時には，任意の hに対して（時間大域的な）一意解 ϕhがあるの
で，h 7→ ϕhはHから C̃への写像である．
ここで係数行列に関する条件を導入しよう．本章では常に大域的 Lipschitz条件を仮
定する．なお e× d型行列A = (aij)1≤i≤e,1≤j≤d ∈ Re×dに対しては，そのノルムを |A| :=
{
∑e

i=1

∑d
j=1 |aij|2}1/2と定める．117

(LIP) 定数 L > 0が存在して，以下の不等式を満たす．

|σ(x1)− σ(x2)|+ |b(x1)− b(x2)| ≤ L|x1 − x2|, x1, x2 ∈ Re.

条件 (LIP)の下で，SDE (10.1)は任意の εと aに対して，一意的な強い解Xεを持つ
ことを思い出そう．その解は爆発せず，Picard流の逐次近似法を用いて得られる．118 特
にXεは C̃値の確率変数である．119またODE (10.2)も任意の aに対して爆発しない一意
解を持つ．同様に骨格ODE (10.3)も任意の hと aに対して爆発しない一意解を持つ．
骨格ODEの情報を用いて，以下のように関数 J : C̃ → [0,∞]を定義する．実は J は
良い速度関数であるが，このことは次の節で示す．

J(ξ) := inf{‖h‖2H/2 | h ∈ H, ξ = ϕh}, ξ ∈ C̃. (10.4)

なお通常どおり inf ∅ = +∞と約束する．
本章の主題である Freidlin-Wentzellの大偏差原理を正確に述べる．これは SDEの解
{Xε}ε∈(0,1]の法則に対する大偏差原理である．

定理 10.1. 条件 (LIP)を仮定する．ε↘ 0とするとき，{Xε}ε∈(0,1]は C̃上で良い速度関
数 J に対して速度 1/εで大偏差原理を満たす．

注意 10.2. 本注意では上記の大偏差原理（定理 10.1）を形式的かつ直感的に観察する．
X1を C0から C̃への写像だと見なすと，少なくとも形式的にはXε(w) = X1(

√
εw)と思

117すなわち Frobeniusノルムである．Hilbert-Schmidtノルムとも呼ばれる．
118例えば [16, 第 3.2節]や [13, 第 5章]や [18, 第 5章]を参照せよ．
119特にこの SDEは法則の意味での一意性も持つので，４つ組とブラウン運動 (wt)の実現の仕方を取り
替えても，解Xε の法則は変わらない．
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える．仮にX1が連続写像であれば，縮小原理（命題 1.31）と Schilderの大偏差原理（定
理 9.1）から直ちに定理 10.1が従う．特に速度関数 J の形はこのように形式的に縮小原
理を用いて得られるものと一致している．しかし（よほど例外的な場合を除いては）X1

は連続ではないため，この種の論法は使えず，定理 10.1の証明は簡単ではない．

本章の残りでは定理 10.1に３種類の証明を与える．なお「a = 0, b ≡ 0かつ σ ≡ Ide」
という非常に特殊な場合には，この定理は前章で議論した Schilderの大偏差原理になる
ことに注意せよ．（なお Ideは e次単位行列である．）

注意 10.3. 著者の知る限り，現時点ではFreidlin-Wentzellの大偏差原理に対して５種類
の有力な証明法が知られている．本書で触れない２種類は，粘性解と非線形半群を用い
る偏微分方程式論的な方法とラフパス理論を用いる方法である．120

10.1 骨格ODEの基本事項
骨格ODEについて丁寧に書いてある日本語文献は少ないので，この節で基本事項を
まとめておく．まずは Lipschitz条件の下での解の存在と一意性を確認しよう．

命題 10.4. 条件 (LIP)を仮定する．このとき任意の h ∈ Hと a ∈ Reに対して，骨格
ODE (10.3)は時間大域的な一意解ϕh ∈ C̃を持つ．さらに任意の r ∈ (0,∞)と a ∈ Reに
対して，次の評価が成り立つ．

sup{‖ϕh‖∞ | h ∈ H, ‖h‖H ≤ r} <∞.

証明. 本証明では，K = max{L, |σ(0)|, |b(0)|} とおく．すると max{|σ(x)|, |b(x)|} ≤
K(|x|+ 1)が任意の x ∈ Reに対して成り立つ．
まず逐次近似法を用いて，任意のhとaに対して時間大域解を構成しよう．写像G : C̃ →
C̃を

G(z)t = a+

∫ t

0

b(zs)ds+

∫ t

0

σ(zs)h
′
sds, t ∈ [0, T ]

と定める．Schwarzの不等式により

|G(z)t −G(ẑ)t|2 ≤ 2
∣∣∣∫ t

0

{b(zs)− b(ẑs)}ds
∣∣∣2 + 2

∣∣∣∫ t

0

{σ(zs)− σ(ẑs)}h′sds
∣∣∣2

≤ 2(T + ‖h‖2H)K2

∫ t

0

|zs − ẑs|2ds (10.5)

と評価できる．これから特にGの Lipschitz連続性もわかる．

120前者については [36]を見よ．後者については [5]または [37]を見よ．
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定石どおりに，ϕ(0) ≡ aおよび

ϕ(n+ 1) = G(ϕ(n)), n ∈ N (10.6)

と定める．また簡単のため C = 2(T + ‖h‖2H)K2と書く．すると再帰的に次の不等式を
得る．

|ϕ(n+ 1)t − ϕ(n)t|2 ≤ C

∫ t

0

|ϕ(n)t1 − ϕ(n− 1)t1 |2dt1

≤ C2

∫ t

0

∫ t1

0

|ϕ(n− 1)t2 − ϕ(n− 2)t2 |2dt2dt1

≤ Cn

∫ t

0

∫ t1

0

· · ·
∫ tn−1

0

|ϕ(1)tn − ϕ(0)tn |2dtn · · · dt2dt1

≤ CnT n

n!
‖ϕ(1)− ϕ(0)‖2∞.

したがって∑∞
n=1 ‖ϕ(n+1)−ϕ(n)‖∞ <∞となるので，{ϕ(n)}∞n=1は C̃におけるCauchy

列である．この極限を ϕ(∞)と書く．(10.6)において n → ∞とし，Gの連続性を使う
と ϕ(∞) = G(ϕ(∞))を得るが，これは ϕ(∞)が時間大域解であることを意味する．
解の一意性は時間局所的な問題であるため，t = 0の右近傍で確認すれば十分である．

0 < S ≤ T として，ϕと ϕ̂はともに [0, S]区間上の (10.3)の解だとする．z = ϕと ẑ = ϕ̂

に対して (10.5)を用いると，G(ϕ) = ϕなどが成立するので，

|ϕt − ϕ̂t|2 ≤ C

∫ t

0

|ϕs − ϕ̂s|2ds, t ∈ [0, S]

を得る．Gronwallの不等式を用いると [0, S]上で ϕと ϕ̂が一致することがわかるので，
これで一意性の証明が終わる．
最後に一意解 ϕhの評価を示す．骨格ODE(10.3)に対して，(10.5)の計算と同じ要領
で Schwarzの不等式を用いると，

1 + |ϕht |2 ≤ 1 + 3|a|2 + 6(T + ‖h‖2H)K2

∫ t

0

(1 + |ϕhs |2)ds, t ∈ [0, T ]

を得る．再びGronwallの不等式を用いて

1 + |ϕht |2 ≤ (1 + 3|a|2) exp
(
6(T + ‖h‖2H)K2t

)
, t ∈ [0, T ]

と評価できるので，t ∈ [0, T ]に関する上限を取ると本命題の証明が終わる．
命題 10.5. 条件 (LIP)を仮定し，a ∈ Reとする．{h(n)}n∈NはHの点列で，n→∞の
ときに h(∞) ∈ Hに弱収束すると仮定する．このとき limn→∞ ‖ϕh(n) − ϕh(∞)‖∞ = 0と
なる．ここで，ϕh(n)とϕh(∞)はそれぞれ h(n)と h(∞)で駆動される骨格ODE (10.3)の
解である．
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証明. 簡単のため ϕh(n) = ϕ(n)などと略記する．よく知られているように，一様有界性
の原理により弱収束列は有界列なので，M := sup{‖h(n)‖H | n ∈ N ∪ {∞}} < ∞であ
る．すると命題 10.4により，十分大きな定数R > 0を取れば

{ϕ(n)t | n ∈ N ∪ {∞}, t ∈ [0, T ]} ⊂ BRe(0, R)

となる．以下では cR := sup{|σ(x)| ∨ |b(x)| | x ∈ BRe(0, R)}と書く．特に {ϕ(n)}n∈Nは
一様有界である．
0 ≤ s ≤ t ≤ T のとき，

|ϕ(n)t − ϕ(n)s| ≤
∫ t

s

|b(ϕ(n)u)|du+
∫ t

s

|σ(ϕ(n)u)| |h(n)′u|du

≤ cR(
√
T +M)

√
t− s

と評価できる．この右辺は nに依存しないので，この評価は {ϕ(n)}n∈Nが同程度連続で
あることを意味する．Ascoli-Arzelaの定理により，点列 {ϕ(n)}n∈Nは C̃において相対コ
ンパクトである．
したがって，{ϕ(n)}n∈Nの任意の集積点ψがϕ(∞)と等しいことを示せば命題の証明が
終わる．{ϕ(nk)}k∈Nをψに収束する部分列とする．（すなわち limk→∞ ‖ϕ(nk)−ψ‖∞ = 0

である．）骨格ODE

ϕ(nk)t = a+

∫ t

0

b(ϕ(nk)u)du+

∫ t

0

σ(ϕ(nk)u)h(nk)
′
udu

において，各 tを固定するごとに k →∞とする．左辺が ψtに収束することは自明であ
る．bの Lipschitz連続性から，右辺第２項は ∫ t

0
b(ψu)duに収束する．もし右辺第３項が

lim
k→∞

∫ t

0

σ(ϕ(nk)u)h(nk)
′
udu =

∫ t

0

σ(ψu)h(∞)′udu (10.7)

と収束するならば，ψは任意の tに対して

ψt = a+

∫ t

0

b(ψu)du+

∫ t

0

σ(ψu)h(∞)′udu

を満たすので，骨格ODEの解の一意性から ψ = ϕ(∞)が示せる．
したがって (10.7)を示すと命題の証明が終わる．σ = (σij)1≤i≤e,1≤j≤dと成分表示する．

σの第 i行ベクトルを σi⋆ = (σi1, . . . , σid) と書く（1 ≤ i ≤ e）．すると (10.7)の左辺の第
i成分は ∫ t

0

σi⋆(ϕ(nk)u)h(nk)
′
udu =

〈∫ ·

0

σi⋆(ϕ(nk)u)1{u≤t}du, h(nk)

〉
H

とHの内積の形で書ける．同様に右辺の第 i成分は∫ t

0

σi⋆(ψu)h(∞)′udu =

〈∫ ·

0

σi⋆(ψu)1{u≤t}du, h(∞)

〉
H
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である．差を評価すると，∣∣∣∣〈∫ ·

0

σi⋆(ϕ(nk)u)1{u≤t}du, h(nk)

〉
H
−
〈∫ ·

0

σi⋆(ψu)1{u≤t}du, h(∞)

〉
H

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣〈∫ ·

0

{σi⋆(ϕ(nk)u)− σi⋆(ψu)}1{u≤t}du, h(nk)

〉
H

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣〈∫ ·

0

σi⋆(ψu)1{u≤t}du, h(nk)− h(∞)

〉
H

∣∣∣∣
≤ ‖h(nk)‖H

{∫ t

0

|σi⋆(ϕ(nk)u)− σi⋆(ψu)|2du
}1/2

+

∣∣∣∣〈∫ ·

0

σi⋆(ψu)1{u≤t}du, h(nk)− h(∞)

〉
H

∣∣∣∣
≤M

√
TL‖ϕ(nk)− ψ‖∞ +

∣∣∣∣〈∫ ·

0

σi⋆(ψu)1{u≤t}du, h(nk)− h(∞)

〉
H

∣∣∣∣
を得る．k → ∞のとき，右辺第１項は明らかに 0に収束し，右辺第２項も {h(n)}n∈N
が弱位相での収束することを仮定したために 0に収束する．これで (10.7)が証明でき
た．

ここで (10.4)で定義された J が良い速度関数であることを確認する．
命題 10.6. J : C̃ → [0,∞]は良い速度関数である．
証明. 任意の r ∈ [0,∞)に対して J−1([0, r]) = {ξ ∈ C̃ | J(ξ) ≤ r} がコンパクトである
ことを見ればよい．{ξ(n)}n∈Nを J−1([0, r])の任意の点列とする．J の定義により，任
意の n ∈ Nに対して I(h(n)) ≤ r + 1/nかつ ξ(n) = ϕh(n)となる h(n) ∈ Hが存在す
る．{h(n)}n∈NはHの有界列であるので，補題 9.3により弱収束する部分列 {h(nk)}k∈N
を持つ．この部分列の弱極限を h(∞)と書き，ξ(∞) := ϕh(∞)とおく．命題 10.5により
limk→∞ ‖ξ(nk)− ξ(∞)‖∞ = 0である．よって {ξ(n)}は C̃における収束部分列も持つこ
とがわかったので，最後は収束先 ξ(∞)が J−1([0, r])に属することを見ればよい．
まず

I(h) =
1

2
‖h‖2H =

1

2
sup{|〈h, k〉H|2 | k ∈ H, ‖k‖H = 1}

と書けることを思い出そう．各 kに対してH 3 h 7→ |〈h, k〉H|は弱位相に関して明らか
に連続なので，補題 1.12によりそれらの上限の形で書ける Iは弱位相に関して下半連続
である．考えている点列は閉球BH(0, r + 1)に値を取るが，補題 9.3により閉球は弱位
相の下でコンパクト距離空間である．Iの下半連続性と補題 1.14から

I(h(∞)) ≤ lim
k→∞

I(h(nk)) ≤ lim
k→∞

(r + 1/n−1
k ) = r

が従う．これは J(ξ(∞)) ≤ rも意味する．
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10.2 離散化と指数的に良い近似を用いる定理10.1の証明
本節では Freidlin-Wentzellの大偏差原理（定理 10.1）に１つ目の証明を与える．まず

SDEの解に対してEuler・丸山近似を考える．121 これはBrown運動の連続写像として書
けているので，Schilderの大偏差原理（定理 9.1）と縮小原理を組み合わせると近似過程
が大偏差原理を満たすことはすぐわかる．極限に対しても大偏差原理が成り立つことを
指数的に良い近似定理（命題 1.37）を用いて証明する．
ε ∈ (0, 1]とする．m ∈ Nに対して，Xε,m = (Xε,m

t )t∈[0,T ]を SDE (10.1)のEuler・丸山
近似とする．すなわち

dXε,m
t = a+

∫ t

0

b(Xε,m
⌊ms⌋/m)ds+

√
ε

∫ t

0

σ(Xε,m
⌊ms⌋/m)dws, t ∈ [0, T ].

簡単に言うと，幅 1/mの小区間において dwsと dsの係数を時間に関して定値なもので
置き換えたわけである．
m ∈ Nとw ∈ C0に対して，χ ∈ C̃を以下のように定める．χ0 = aおよび

χt = χk/m + b(χk/m)
(
t− k

m

)
+ σ(χk/m)(wt − wk/m), (10.8)

t ∈
[ k
m
,
(k + 1

m

)
∧ T

]
, k = 0, 1, . . . , bmT c.

（bmT c/m = T となる場合は最後の小区間は１点集合に退化するが，これは無視するこ
とにする．）写像Φm : C0 → C̃をΦm(w) := χにより定めると，定め方からΦmは連続で
あり，さらにXε,m = Φm(

√
εw)を満たす．これに記号を合わせて，骨格ODE (10.3)の

解をここでは Φ(h) := ϕhと書くことにする．命題 10.5で見たように，Φ: H → C̃は連
続である．
本節の前半では次の有界性条件を仮定に追加して，Freidlin-Wentzellの大偏差原理を
証明する．

(BND) ‖σ‖∞ := supx∈Re |σ(x)| <∞かつ ‖b‖∞ := supx∈Re |b(x)| <∞.

命題 10.7. 条件 (LIP)に加えて条件 (BND)も仮定する．このとき定理 10.1で述べた
大偏差原理が成り立つ．

証明. 本節の残りでは，(LIP)と (BND)の下で以下の２条件が成立することを確認する．

lim
m→∞

lim
ε↘0

ε logP (‖Xε,m −Xε‖∞ > δ) = −∞, δ ∈ (0,∞), (10.9)

121例えば [11, 第 6.1章]には，(LIP)と (BND)の下で Euler・丸山近似が適切な意味で収束すること
が証明されている．（ただし本書ではその事実は引用しない．）
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lim
m→∞

sup
h∈H;∥h∥H≤r

‖Φm(h)− Φ(h)‖∞ = 0, r ∈ [0,∞). (10.10)

これらの２条件により命題 1.37が使えることを丁寧に確認しよう．（それから直ちに命題
10.7が従う．）まず指数的に良い近似を導入した定義 1.35における確率空間 (Ω,Bε,Qε,m)

として，(ε,m)に依存しない (C0,F ,P)を選んだと思うと，(10.9)は {Xε,m}が {Xε}を
指数的に良く近似することを意味する．そこで以下のようにおくと， (10.10)により指
数的に良い近似に関する命題 1.37の仮定が全て満たされていることがわかる．X = C0,
Y = C̃, µε = Pε（すなわち (

√
εwt)t∈[0,T ]の法則），µ̃ε Law

= Xε, ψm = Φmとし，最後に
ψ : X → YはΦの任意のBorel可測拡張とする.

不等式 (10.10)の証明. 上記の２つの不等式のうち (10.10)は比較的容易なので，これか
ら示す．本証明中では，σ, bと T のみに依存する正定数をCと書く．（Cの値は行ごとに
変わる．）
‖h‖H ≤ rとして，χ̂ = Φm(h)および ϕ = Φ(h)と書く．(10.8)式でwを hに置き換え
たものから直ちに，任意の tとmに対して

|χ̂t − χ̂⌊mt⌋/m| ≤ ‖b‖∞m−1 + ‖σ‖∞rm−1/2 ≤ C(1 + r)m−1/2

となることがわかる．ここで (BND)と Schwarzの不等式を用いた．
次に ϕ− χ̂を評価する．(LIP)と Schwarzの不等式により，

|ϕt − χ̂t|2 ≤ 2

∣∣∣∣∫ t

0

{b(ϕs)− b(χ̂⌊ms⌋/m)}ds
∣∣∣∣2 + 2

∣∣∣∣∫ t

0

{σ(ϕs)− σ(χ̂⌊ms⌋/m)}h′sds
∣∣∣∣2

≤ C(1 + r)2
∫ t

0

∣∣ϕs − χ̂⌊ms⌋/m
∣∣2 ds

≤ C(1 + r)2
{∫ t

0

|ϕs − χ̂s|2 ds+
∫ t

0

∣∣χ̂s − χ̂⌊ms⌋/m
∣∣2 ds}

≤ C(1 + r)2
∫ t

0

|ϕs − χ̂s|2 ds+ C(1 + r)4m−1

となる．Gronwallの不等式により，上の評価から
‖Φ(h)− Φm(h)‖∞ = ‖ϕ− χ̂‖∞ ≤ C(1 + r)4m−1eC(1+r)2T

を得る．この評価から直ちに (10.10)がわかる．

１つ目の評価 (10.9)を証明する前に，まず伊藤過程に関する補題を１つ示す．
補題 10.8. ε ∈ (0, 1]，z ∈ Reおよび {Ft}発展的可測な Re値過程 (βt)0≤t≤T と {Ft}発
展的可測な有界Re×d値過程 (αt)0≤t≤T に対して，

Zε
t := z +

∫ t

0

βsds+
√
ε

∫ t

0

αsdws, t ∈ [0, T ].
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とおく．ここで右辺第３項は伊藤積分である．また τ1を [0, T ]値 {Ft}停止時刻とする．
さらに，正定数M,N, ρが存在して，任意の t ∈ [0, τ1]に対して

|αt| ≤M(ρ2 + |Zε
t |2)1/2, |βt| ≤ N(ρ2 + |Zε

t |2)1/2 (10.11)

を満たすことも仮定する．このとき，任意の δ > 0と ε ∈ (0, 1]に対して

ε logP
(

sup
0≤t≤τ1

|Zε
t | ≥ δ

)
≤ T{2N +M2(2 +

√
e)}+ log

(ρ2 + |z|2
ρ2 + δ2

)
が成立する．
証明. x = (x1, . . . , xe) ∈ Reに対してϕ(x) = (ρ2 + |x|2)1/εとおくと，ϕ : Re → (0,∞)は
明らかにC2級である．よって，U ε

t := ϕ(Zε
t )を伊藤の公式を用いて計算できる．122

まずZεの各成分の２次変分過程を計算すると，

d〈Zε,i, Zε,j〉 = d
〈√

ε
∑
k

∫ ·

0

αiks dw
k
s ,
√
ε
∑
l

∫ ·

0

αjls dw
l
s

〉
t

= ε
∑
k,l

αikt α
jl
t δkldt = ε

∑
k

αikt α
jk
t dt = ε(αtα

⊤
t )

ijdt

となる．ここで δklはKroneckerのデルタ記号である．またA⊤は行列Aの転置行列を表
す．伊藤の公式を用いて計算すると

dU ε
t =

∑
i

∂iϕ(Z
ε
t )dZ

ε,i
t +

1

2

∑
i,j

∂2ijϕ(Z
ε
t )d〈Zε,i, Zε,j〉t

= ∇ϕ(Zε
t )

⊤dZε
t +

ε

2
Trace[αtα

⊤
t ∇2ϕ(Zε

t )]dt

=
{
∇ϕ(Zε

t )
⊤βt +

ε

2
Trace[αtα

⊤
t ∇2ϕ(Zε

t )]
}
dt+

√
ε∇ϕ(Zε

t )
⊤αtdwt (10.12)

となる．ここでTraceは正方行列のトレース（対角成分の和）を表す．また∇ϕと∇2ϕ

はそれぞれ ϕの勾配とHesse行列を表す．（簡単のため ∂i = ∂/∂xi, ∂2ij = ∂2/∂xi∂xjなど
と略記した．）
直接の微分計算により(

∂1ϕ(x), . . . , ∂eϕ(x)
)⊤

= ∇ϕ(x) = 2ϕ(x)

ε(ρ2 + |x|2)
x

となるので，(10.11)と合わせると，t ∈ [0, τ1]のときに

|∇ϕ(Zε
t )

⊤βt| ≤
2ϕ(Zε

t )

ε(ρ2 + |Zε
t |2)
|Zε

t | ·N(ρ2 + |Zε
t |2)1/2 ≤

2N

ε
U ε
t (10.13)

122伊藤の公式は SDEに関する全ての教科書に載っている．例えば [16, 第 2.4節]や [13, 第 4.2節]や [23,
第 2.2節]を見よ．
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と評価できることがわかる．
次は２階微分を計算すると，i, j ∈ {1, . . . , e}に対して

∂2ijϕ(x) =
1

ε

(1
ε
− 1
)
4xixj(ρ

2 + |x|2)(1/ε)−2 + δij
2

ε
(ρ2 + |x|2)(1/ε)−1

と求まる．よって

|∇2ϕ(x)| ≤ 4

ε

(1
ε
− 1
)
(ρ2 + |x|2)(1/ε)−2|xx⊤|+ 2

ε
(ρ2 + |x|2)(1/ε)−1|Ide|

≤ 1

ε

(4
ε
+ 2
√
e
)
(ρ2 + |x|2)(1/ε)−1

という評価を得る．再び (10.11)を用いて，t ∈ [0, τ1]のときに
ε

2

∣∣Trace[αtα⊤
t ∇2ϕ(Zε

t )]
∣∣ ≤ |αtα⊤

t | |∇2ϕ(Zε
t )|

≤ ε

2
M2(ρ2 + |Zε

t |2)
1

ε

(4
ε
+ 2
√
e
)
(ρ2 + |Zε

t |2)(1/ε)−1

≤ M2(2 +
√
e)

ε
U ε
t (10.14)

と評価できる．
さて δ > 0に対して，別の停止時刻を τ2 := inf{t ∈ [0, T ] | |Zε

t | ≥ δ}∧ τ1 と定める．す
ると t ≤ τ2のときはZε

t は有界なので t 7→
∫ t∧τ2
0
∇ϕ(Zε

s)
⊤αsdws はL2マルチンゲールで，

特に任意の tに対して ∫ t∧τ2
0
∇ϕ(Zε

s)
⊤αsdws の期待値は 0である．したがって， (10.12)

の期待値を取ると

E
[
U ε
t∧τ2

]
= U ε

0 + E
[∫ t∧τ2

0

{
∇ϕ(Zε

s)
⊤βs +

ε

2
Trace[αsα

⊤
s ∇2ϕ(Zε

s)]
}
ds

]
≤ ϕ(z) +

2N +M2(2 +
√
e)

ε
E
[∫ t∧τ2

0

U ε
sds

]
= ϕ(z) +

2N +M2(2 +
√
e)

ε
E
[∫ t∧τ2

0

U ε
s∧τ2ds

]
≤ ϕ(z) +

2N +M2(2 +
√
e)

ε

∫ t

0

E
[
U ε
s∧τ2

]
ds

となる．１つ目の不等式で (10.13)と (10.14)を用い，最後の不等式で U εの非負性を用
いた．Gronwallの不等式により

E
[
U ε
τ2

]
= E

[
U ε
T∧τ2

]
≤ ϕ(z) exp(T{2N +M2(2 +

√
e)}/ε)

を得る．
ここでψ(δ) := (ρ2+ δ2)1/εとおく．明らかにϕ(x) = ψ(|x|)である．ψ(δ)は δ ∈ (0,∞)

の関数だと見ると単調増加なので，

P
(
|Zε

τ2
| ≥ δ

)
= P

(
ϕ(Zε

τ2
) ≥ ψ(δ)

)
≤

E
[
ϕ(Zε

τ2
)
]

ψ(δ)
=

E
[
U ε
τ2

]
ψ(δ)
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を得る．上ではChebyshevの不等式も使った．これら２つの不等式を合わせて次の評価
を得る．

ε logP
(

sup
0≤t≤τ1

|Zε
t | ≥ δ

)
≤ ε logP

(
|Zε

τ2
| ≥ δ

)
≤ T{2N +M2(2 +

√
e)}+ ε logϕ(z)− ε logψ(δ)

= T{2N +M2(2 +
√
e)}+ log

(ρ2 + |z|2
ρ2 + δ2

)
.

これで補題 10.8が証明できた．
不等式 (10.9)の証明. 任意の δ > 0を選び，以下では固定する．Zε,m

t := Xε,m
t − Xε

t と
おき，z = 0, βt := b(Xε,m

⌊mt⌋/m) − b(Xε
t ) および αt := σ(Xε,m

⌊mt⌋/m) − σ(Xε
t )に対して補題

10.8を使いたい．任意の ρ > 0に対して，停止時刻 τ1 = τ1(ε,m)を

τ1 := inf{t ∈ [0, T ] | |Xε,m
t −Xε,m

⌊mt⌋/m| ≥ ρ} ∧ T

と定める．(LIP)と３角不等式により，t ≤ τ1のとき |αt| ∨ |βt| ≤ L(ρ + |Zε,m
t |)だと簡

単にわかるので，αと βは条件 (10.11)を満たす．これで補題 10.8が使えて，

ε logP
(

sup
0≤t≤τ1

|Zε,m
t | ≥ δ

)
≤ K + log

( ρ2

ρ2 + δ2

)
とわかる．ここでK > 0は ε, δ, ρ,mには依存しないある正定数である．この式において
ε↘ 0としてから ρ↘ 0とすると，次を得る．

lim
ρ↘0

sup
m≥1

lim
ε↘0

ε logP
(

sup
0≤t≤τ1

|Xε,m
t −Xε

t | ≥ δ

)
= −∞, δ > 0. (10.15)

さて，τ1 = T のときは ‖Xε,m −Xε‖∞ = sup0≤t≤τ1 |X
ε,m
t −Xε

t |なので，

{‖Xε,m −Xε‖∞ > δ} ⊂ {τ1 < T} ∪ { sup
0≤t≤τ1

|Xε,m
t −Xε

t | ≥ δ}

⊂ { sup
0≤t≤T

|Xε,m
t −Xε,m

⌊mt⌋/m| ≥ ρ} ∪ { sup
0≤t≤τ1

|Xε,m
t −Xε

t | ≥ δ}

となることに注意せよ．したがって，任意の ρ > 0に対して

lim
m→∞

lim
ε↘0

ε logP
(

sup
0≤t≤T

|Xε,m
t −Xε,m

⌊mt⌋/m| ≥ ρ

)
= −∞ (10.16)

を示すと不等式 (10.9)の証明が終わる．実際，補題 1.9を用いると，各m, ρごとに

lim
ε↘0

ε logP (‖Xε,m −Xε‖∞ > δ) ≤ lim
ε↘0

ε logP
(

sup
0≤t≤T

|Xε,m
t −Xε,m

⌊mt⌋/m| ≥ ρ

)
219



∨ sup
m≥1

lim
ε↘0

ε logP
(

sup
0≤t≤τ1

|Xε,m
t −Xε

t | ≥ δ

)
を得るが，この式でm→∞として (10.16)を用いると

lim
m→∞

lim
ε↘0

ε logP (‖Xε,m −Xε‖∞ > δ) ≤ sup
m≥1

lim
ε↘0

ε logP
(

sup
0≤t≤τ1

|Xε,m
t −Xε

t | ≥ δ

)
を得る．左辺は ρに依存しないが，右辺は τ1を通じて依存する．ここで ρ ↘ 0として
(10.15)を用いると，目標の不等式 (10.9)を得る．
それでは (10.16)を確認する．以下ではC = ‖σ‖∞ ∨ ‖b‖∞とおく．（C = 0のときは全
てが自明なので，C > 0と仮定してよい．また記述の便宜上，(wt)の定義域を [0, T ]か
ら [0, dT e]に拡張しておく．）簡単な計算で

sup
s∈[0,T ]

|Xε,m
t −Xε,m

⌊mt⌋/m| ≤ C
(
m−1 +

√
ε max
0≤k≤m⌈T ⌉−1

sup
s∈[0,1/m]

|ws+k/m − wk/m|
)

と評価できる．m > C/ρならば，

|Xε,m
t −Xε,m

⌊mt⌋/m| ≥ ρ

=⇒ max
0≤k≤m⌈T ⌉−1

sup
s∈[0,1/m]

|ws+k/m − wk/m| ≥
ρ− C/m
C
√
ε

=⇒ある k ∈ {0, . . . ,mdT e − 1}に対し sup
s∈[0,1/m]

|ws+k/m − wk/m| ≥
ρ− C/m
C
√
ε

となる．任意の k,mに対して (ws+k/m − wk/m)は再び標準Brown運動である．よって

P
(
|Xε,m

t −Xε,m
⌊mt⌋/m| ≥ ρ

)
≤ P

m⌈T ⌉−1⋃
k=0

sup
s∈[0,1/m]

|ws+k/m − wk/m| ≥
ρ− C/m
C
√
ε


≤ mdT eP

(
sup

s∈[0,1/m]

|ws| ≥
ρ− C/m
C
√
ε

)

≤ 2dmdT e exp
(
−m(ρ− C/m)2

2C2dε

)
.

最後の不等式でBrown運動の脱出確率に関する補題 9.8を用いた．したがって

lim
ε↘0

ε logP
(
|Xε,m

t −Xε,m
⌊mt⌋/m| ≥ ρ

)
≤ −m(ρ− C/m)2

2C2d

となるが，この式でm→∞とすると右辺は−∞に発散する．これで (10.16)が示され
た．
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ここから条件 (BND)を仮定から外して，係数 σと bが条件 (LIP)のみを満たす場合
を考察する．
各m ∈ Nに対して，χm : Re → [0, 1]を |x| ≤ mのときは χm(x) = 1，|x| ≥ m + 1の
ときは χm(x) = 0を満たす Lipschitz連続関数とする．これを用いて σm := χm · σおよ
び bm := χm · b とおくと，これらは明らかに (LIP)も (BND)も満たす．
SDE (10.1)において係数をこれらで置き換えたものの解を X̃ε,m = (X̃ε,m

t )t∈[0,T ]と書
く．すなわち，式で書けば

X̃ε,m
t = a+

∫ t

0

bm(X̃
ε,m
s )ds+

√
ε

∫ t

0

σm(X̃
ε,m
s )dws, t ∈ [0, T ]

である．h ∈ Hのとき，この SDEに対応する骨格ODEを

ϕm,ht = a+

∫ t

0

bm(ϕ
m,h
s )ds+

∫ t

0

σm(ϕ
m,h
s )h′sds, t ∈ [0, T ]

と書く．対応する良い速度関数を Jmと表す．

Jm(ξ) := inf{‖h‖2H/2 | h ∈ H, ξ = ϕm,h}, ξ ∈ C̃.

すでに証明したように，各mに対して {X̃ε,m}ε∈(0,1]は ε↘ 0のときに良い速度関数 Jm
に対して大偏差原理を満たす．以下ではm → ∞のときに，この大偏差原理から極限
{Xε}ε∈(0,1]の大偏差原理が導けることを示す．
補題 10.9. 条件 (LIP)を仮定する．このとき，{X̃ε,m}m∈N,ε∈(0,1]は {Xε}ε∈(0,1]の指数的
に良い近似である．すなわち，任意の δ > 0に対して次が成立する．

lim
m→∞

lim
ε↘0

ε logP
(
‖X̃ε,m −Xε‖∞ > δ

)
= −∞.

証明. 停止時刻を τε,m = inf{t ∈ [0, T ] | |Xε| ≥ m} ∧ T とおく．要するに，これは半径
mの球からの脱出時刻である．よく知られているように，τε,mまではXεと X̃ε,mは一致
する．念のためこれを確認しよう．確率積分の停止操作に関する基本関係式∫ t∧τε,m

0

σ(Xε
s )dws =

∫ t∧τε,m

0

σ(Xε
s )1{s≤τε,m}dws =

∫ t

0

σ(Xε
s )1{s≤τε,m}dws

を思い出そう．さらに s ≤ τε,mのときは σ(Xε
s ) = σm(X

ε
s ) などが成り立つので

X̃ε,m
t∧τε,m −X

ε
t∧τε,m =

∫ t∧τε,m

0

{
bm(X̃

ε,m
s∧τε,m)− b(X

ε
s∧τε,m)

}
ds

+
√
ε

∫ t∧τε,m

0

{
σm(X̃

ε,m
s∧τε,m)− σ(X

ε
s∧τε,m)

}
dws

=

∫ t

0

{
bm(X̃

ε,m
s∧τε,m)− bm(X

ε
s∧τε,m)

}
1{s≤τε,m}ds
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+
√
ε

∫ t

0

{
σm(X̃

ε,m
s∧τε,m)− σm(X

ε
s∧τε,m)

}
1{s≤τε,m}dws

となる．この式を２乗して σmと bmの Lipschitz連続性を使うと，ある正定数 c = c(m)

に対して
E
[
|X̃ε,m

t∧τε,m −X
ε
t∧τε,m |

2
]
≤ c

∫ t

0

E
[
|X̃ε,m

s∧τε,m −X
ε
s∧τε,m |

2
]
ds

となることが簡単に示せる．各 tに対して E
[
|X̃ε,m

t∧τε,m −Xε
t∧τε,m |

2
]
= 0であることが

Gronwallの不等式から直ちに従う．tに関する連続性を考慮に入れると，

P
(

sup
0≤t≤T

∣∣X̃ε,m
t∧τε,m −X

ε
t∧τε,m

∣∣ = 0

)
= 1

である．これで脱出時刻まで二つの過程が一致することが確認できた．従って，特に次
がわかる．

‖X̃ε,m −Xε‖∞ > δ =⇒ τε,m < T =⇒ ‖X̃ε,m‖∞ ≥ m. (10.17)

次は r > 0に対して，命題 10.4で調べた量を

Ar := sup{‖ϕh‖∞ | h ∈ BH(0, r)} <∞. (10.18)

表す．m > |a|を満たすm ∈ Nに対して，

rm := sup{r > 0 | Ar ≤ m} ∈ (0,∞]

とおく．命題 10.5により ‖h‖H ≤ rmならば ‖ϕh‖∞ ≤ mであるので，ϕh = ϕm,hとなる．
明らかに {rm}はmに関して広義単調増加であり，さらに (r∞ :=) limm→∞ rm =∞とな
る．実際，r∞ <∞ならばAr∞+1 =∞となるため，矛盾が生ずる．
さて (10.17)と {X̃ε,m}ε∈(0,1]に対する大偏差原理（命題 10.7）の上からの評価を用い
ると，

lim
ε↘0

ε logP
(
‖X̃ε,m −Xε‖∞ > δ

)
≤ lim

ε↘0
ε logP

(
‖X̃ε,m‖∞ ≥ m

)
≤ − inf{Jm(ξ) | ‖ξ‖∞ ≥ m}
= − inf

{
‖h‖2H/2 | h ∈ H, ‖ϕm,h‖∞ ≥ m

}
≤ −r2m−1/2

と評価できるが，最右辺はm → ∞のときに−∞に発散するので，補題の証明が終わ
る．なお最後の不等式では，‖h‖H ≤ rm−1のときϕh = ϕm−1,h = ϕm,h ∈ BC̃(0,m− 1)と
なることを用いた．
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補題 10.10. 条件 (LIP)を仮定する．このとき，

J(ξ) = sup
δ>0

lim
m→∞

inf{Jm(η) | η ∈ BC̃(ξ, δ)}, ξ ∈ C̃ (10.19)

成り立つ．さらに任意の閉集合 F ⊂ C̃に対して

inf{J(ξ) | ξ ∈ F} ≤ lim
m→∞

inf{Jm(ξ) | ξ ∈ F} (10.20)

も成り立つ．

証明. まず (10.19)を示す．ξ ∈ C̃を任意に取る．δに関する単調性により，右辺の supδ>0

は limδ↘0 に置き換えられる．特に δ ≤ 1と仮定してよいので，η ∈ BC̃(ξ, δ)ならば
‖η‖∞ ≤ 1 + ‖ξ‖∞である．するとm > 1 + ‖ξ‖∞のときは Jm(η) = J(η)となる．した
がって，

J(ξ) = lim
δ↘0

inf{J(η) | η ∈ BC̃(ξ, δ)}

を示せば十分であるが，命題 10.6で Jが下半連続であることを見たので，実はこの式は
(1.9)そのものである．
続いて (10.20)を示す．記号を簡単にするため l := inf{J(ξ) | ξ ∈ F}, lm := inf{Jm(ξ) |

ξ ∈ F}および l∞ := limm→∞ lmとおく．背理法を用いる．l > l∞と仮定して矛盾を導
く．s ∈ (l∞, l)を１つ取る．{lm(k)}k∈Nを {lm}の部分列で limk→∞ lm(k) = l∞となるもの
とする．このとき，Jmの定義により {hm(k)}k∈N ⊂ Hで，任意の十分大きな kに対して
‖hm(k)‖2H/2 ≤ sかつϕm(k),hm(k) ∈ F となるものが存在する．補題 9.3により，{hm(k)}k∈N
のさらなる部分列（再び同じ記号で表す）で弱収束するものが存在する．この収束先を
h∞ と書くと，補題 9.3により ‖h∞‖2H/2 ≤ sである．係数行列の切り落とし方により
m(k) > A√

2sであれば，ϕm(k),hm(k) = ϕhm(k)である．（A√
2sは (10.18)で定義された．）命

題 10.5により， C̃内で limk→∞ ϕhm(k) = ϕh∞ ∈ F であることもわかる．F が閉であるこ
とも用いた．よって l ≤ J(ϕh∞) ≤ ‖h∞‖2H/2 ≤ s となり矛盾が生じた．

指数的に良い近似に関する命題 1.36を用いて，本章の主題であるFreidlin-Wentzellの
大偏差原理（定理 10.1）の証明を仕上げる．

定理 10.1の証明. 補題 10.9で {X̃ε,m}m∈N,ε∈(0,1]が {Xε}ε∈(0,1]の指数的に良い近似であ
ることを示した．各mに対して，{X̃ε,m}ε∈(0,1]が大偏差原理を満たすことを命題 10.7で
示した．上の補題 10.10で示した (10.19)と (10.20)がそれぞれ命題 1.36の仮定 (1.23)と
(1.24)である．J が良い速度関数であることは命題 10.6で確かめた．以上により，命題
1.36が適用できて，目標とする定理 10.1の証明が終わる．
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10.3 大偏差評価を用いる定理10.1の証明
本節では大偏差評価を経由してFreidlin-Wentzellの大偏差原理（定理 10.1）を証明す
る方法を解説する．123この手法については第 1.7節で一般的にまとめた．ここで言う大偏
差評価とは (1.30)や (10.33)などの評価式を意味する．
以下では命題 1.38をFreidlin-Wentzellの大偏差原理の証明に適用する．その場合，確
率空間はWiener空間 (C0,F ,P)，距離空間はX = C0およびY = C̃，確率変数はそれぞれ
Φε =

√
εwとΛε = Xεとなる．C0上の速度関数 Iは (9.3)で定義されるものであり，その

とき C̃上の速度関数 Jは (10.4)で定義されるものと一致する．このとき I−1([0,∞)) = H
であり，ψ : I−1([0,∞))→ C̃として骨格ODE(10.3) の解写像 h 7→ ϕhを取る．
r ∈ (0,∞)のとき，ψ : I−1([0, r]) = BH(0,

√
2r)→ C̃が C0の位相に関して連続である

ことを確認しておく．{h} ∪ {hn}n∈N ⊂ BH(0,
√
2r)が limn→∞ ‖hn − h‖∞ = 0を満たす

とする．このとき補題 9.3により，{hn}n∈Nは弱位相に関して相対コンパクトな点列であ
る．弱収束列は各点収束するため，124 その任意の集積点は hに一致する．よって，弱位
相に関して limn→∞ hn = hである．このとき命題 10.5により limn→∞ ‖ϕhn − ϕh‖∞ = 0

であるので，所望の連続性が示せた．
したがって，この状況において命題 1.38の仮定中にある大偏差評価 (1.30)を証明すれ
ば，Freidlin-Wentzellの大偏差原理が得られる．引き続き４つ組 (C0,F ,P; {Ft}t∈[0,T ])上
で議論する．
大偏差評価を証明する前に，まず伊藤過程の脱出確率に関する補題を１つ示す．これ
はBrown運動の脱出確率を評価した補題 9.8の拡張である．
補題 10.11. Re×d値の確率過程 (At)t∈[0,T ]は {Ft}t∈[0,T ]に関して発展的可測かつ有界で
あるとし，正定数 C を |A|の上界とする．また 0 ≤ S < T とする．このとき次が成立
する．

P
(

sup
S≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

S

Asdws

∣∣∣∣ > R

)
≤ 2e exp

(
− R2

2eC2(T − S)

)
, R > 0.

証明. S = 0の場合を示す．一般の Sの場合も同様に証明できる．v ∈ Reに対して

N v
t := v ·

∫ t

0

Asdws =

∫ t

0

v · Asdws =
∫ t

0

(A⊤
s v) · dws

と定めると，その２次変分は 〈N v〉t =
∫ t
0
|A⊤

s v|2ds ≤ C2|v|2t となる．したがって明らか
にN vはNovikov条件 E [exp(〈N v〉T/2)] <∞を満たすので，

M v
t := exp

(
N v
t −

1

2
〈N v〉t

)
= exp

(
v ·
∫ t

0

Asdws −
1

2

∫ t

0

|A⊤
s v|2ds

)
123この方法は Azencott [48]により創始された
124各 s ∈ [0, T ]に対して，t 7→ (s ∧ t)ei と弱収束列の内積を考えればすぐにわかる．なお {ei}di=1 は Rd

の標準基底である．
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と定めると，M v = (M v
t )t∈[0,T ]は真のマルチンゲールになる．非負値マルチンゲールな

のでDoobの不等式125

P
(

sup
0≤t≤T

M v
t ≥ r

)
≤ 1

r
E [M v

T ] =
1

r
, r > 0

が成り立つ．
以下 |v| = 1を仮定する．もし sup0≤t≤T N

v
t > R/

√
eだとすると，任意の λ > 0に対

して

sup
0≤t≤T

Mλv
t ≥ sup

0≤t≤T
exp

(
λv ·

∫ t

0

Asdws

)
exp

(
−λ

2C2T

2

)
≥ exp

(
λR√
e
− λ2C2T

2

)
が成り立つ．したがって

P
(

sup
0≤t≤T

N v
t >

R√
e

)
≤ P

(
sup

0≤t≤T
Mλv

t ≥ exp

(
λR√
e
− λ2C2T

2

))
≤ exp

(
−λR√

e
+
λ2C2T

2

)
を得るが，特に λ = R/(C2T

√
e)を代入して次の評価を得る．

P
(

sup
0≤t≤T

N v
t >

R√
e

)
≤ exp

(
− R2

2eC2T

)
.

さて {ei}1≤i≤eを Reの標準基底とし，v = eiとして上の評価を使う．e次元ベクトル
のノルムがRより大ならば，その成分の絶対値のうち少なくとも一つはR/

√
eより大き

い．したがって

P
(

sup
0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

Asdws

∣∣∣∣ > R

)
≤

e∑
i=1

P
(

sup
0≤t≤T

|N ei
t | >

R√
e

)
≤

e∑
i=1

{
P
(

sup
0≤t≤T

N ei
t >

R√
e

)
+ P

(
sup

0≤t≤T
N−ei
t >

R√
e

)}
≤ 2e exp

(
− R2

2eC2T

)
と評価できるので，本補題の証明が終わる．

SDE (10.1)の解Xε = (Xε
t )t∈[0,T ]に対する大偏差評価 (1.30)をいきなり証明するのは

かなり難しいため，次の命題では Lipschitz条件 (LIP)に加えて有界性条件 (BND)も
仮定する．

125確率過程の径数が連続時間である場合の Doobの不等式については [11, 13, 16]などを参照せよ．
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命題 10.12. SDE(10.1)の係数 σと bに対して，条件 (LIP)と (BND)を仮定する．こ
のとき，任意のR, δ, r ∈ (0,∞)に対して，ある ρ ∈ (0,∞)と ε0 ∈ (0, 1]が存在して

P
(
‖Xε − ϕh‖∞ > δ, ‖

√
εw − h‖∞ ≤ ρ

)
≤ e−R/ε, h ∈ BH(0, r), ε ∈ (0, ε0] (10.21)

を満たす．

証明. 本証明中では r ∈ (0,∞)は任意とし，h ∈ BH(0, r)とする．また部分区間 [0, t]上
の一様ノルムを ‖ · ‖∞,[0,t]と表す．
【第 1段】まずXεと ϕhの差を評価しよう．簡単な計算で

Xε
t − ϕht =

∫ t

0

σ(Xε
s )(
√
εdws − h′sds)

+

∫ t

0

{σ(Xε
s )− σ(ϕhs )}h′sds+

∫ t

0

{b(Xε
s )− b(ϕhs )}ds

を得る．両辺のReノルムを取ると，(LIP)により

|Xε
t − ϕht | ≤

∣∣∣∣∫ t

0

σ(Xε
s )(
√
εdws − h′sds)

∣∣∣∣+ L

∫ t

0

|Xε
s − ϕhs |(|h′s|+ 1)ds

を得る．ここでLは σの Lipschitz定数と bの Lipschitz定数の最大値である．時刻に関
する上限を取ると

‖Xε − ϕh‖∞,[0,t] ≤
∥∥∥∥∫ ·

0

σ(Xε
s )(
√
εdws − h′sds)

∥∥∥∥
∞,[0,t]

+ L

∫ t

0

‖Xε − ϕh‖∞,[0,s](|h′s|+ 1)ds

を得るが，これを２乗して Schwarzの不等式と条件 ‖h‖H ≤ rを使うと

‖Xε − ϕh‖2∞,[0,t] ≤ 2

∥∥∥∥∫ ·

0

σ(Xε
s )(
√
εdws − h′sds)

∥∥∥∥2
∞

+ 4L2(r2 + T )

∫ t

0

‖Xε − ϕh‖2∞,[0,s]ds

を得る．Gronwallの不等式により

‖Xε − ϕh‖∞ ≤
√
2e2L

2(r2+T )T

∥∥∥∥∫ ·

0

σ(Xε
s )(
√
εdws − h′sds)

∥∥∥∥
∞

という評価を得る． したがって (10.21)を示すには，次の評価を示せば十分である．
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任意の R, δ, r ∈ (0,∞)に対して，ある ρ ∈ (0,∞)と ε0 ∈ (0, 1]が存在して，任意の
h ∈ BH(0, r)と ε ∈ (0, ε0]に対して

P
(∥∥∥∫ ·

0

σ(Xε
s )(
√
εdws − h′sds)

∥∥∥
∞
> δ, ‖

√
εw − h‖∞ ≤ ρ︸ ︷︷ ︸

=:Ãε

)
≤ e−R/ε. (10.22)

以下では (10.22)の左辺に現れる事象を Ãεと書く．
【第 2段】本段では Cameron-Martinの定理を使って，Wiener空間 C0上でずらし変
換を行う．我々の目的のためには，ずらして得られる確率過程U εのほうが元のXεより
も計算しやすい．本段では ε ∈ (0, 1]と h ∈ BH(0, r)とする．以下では εや hに依存する
量がいくつか現れるが，εや hへの依存性は必ずしも明示しない．
まず新しい確率測度 P̃を

dP̃ :=MT dP, Mt := exp

(
1√
ε

∫ t

0

h′s · dws −
1

2ε

∫ t

0

|h′s|2ds
)

と定める．Cameron-Martinの定理により w̃t := wt − ht/
√
εとおくと，w̃は P̃の下では

d次元の標準Brown運動になる．また Schwarzの不等式により

P
(
Ãε

)
= Ẽ

[
1Ãε

M−1
T

]
≤ P̃

(
Ãε

) 1
2 Ẽ
[
M−2

T

] 1
2

となるが，

Ẽ
[
M−2

T

]
= E

[
M−1

T

]
= E

[
exp

(
− 1√

ε

∫ T

0

h′s · dws +
‖h‖2H
2ε

)]
= E

[
exp

(
− 1√

ε

∫ T

0

h′s · dws −
‖h‖2H
2ε

)]
exp

(
‖h‖2H
ε

)
= exp

(
‖h‖2H
ε

)
であるので，結局

P
(
Ãε

)
≤ er

2/(2ε)P̃
(
Ãε

) 1
2

(10.23)

と評価される．
ここで新しい確率微分方程式を導入しよう．

U ε,h
t = a+

∫ t

0

{b(U ε,h
s ) + σ(U ε,h

s )h′s}ds+
√
ε

∫ t

0

σ(U ε,h
s )dws. (10.24)

(LIP)により，この SDEは強い意味の一意解を持ち，それは Picard流の逐次近似の極
限列として得られる．特に U ε,h = (U ε,h

t )t∈[0,T ]は Brown運動 w = (wt)t∈[0,T ]の可測写像
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の像として得られる．126 したがって特に SDE(10.24)において，Brown運動wを別の（同
法則の）Brown運動に取り替えても，(U ε,h, w) = (U ε,h

t , wt)t∈[0,T ]の法則は変わらない．127
P̃の下ではXεは (10.24)においてwを w̃に取り替えた SDEを満たしているため，

P̃の下での (Xε, w̃)
Law
= Pの下での (U ε,h, w)

という法則の一致を見る．これから直ちに

P̃
(
Ãε

)
= P

(∥∥∥∫ ·

0

σ(U ε,h
s )
√
εdws

∥∥∥
∞
> δ, ‖

√
εw‖∞ ≤ ρ

)
(10.25)

を得る．(10.23)と (10.25)を合わせて考えると，(10.22)を（したがって本命題を）証明
するためには次の評価を示せば十分であることがわかる．
任意の R, δ, r ∈ (0,∞)に対して，ある ρ ∈ (0,∞)と ε0 ∈ (0, 1]が存在して，任意の

h ∈ BH(0, r)と ε ∈ (0, ε0]に対して

P
(∥∥∥∫ ·

0

σ(U ε,h
s )
√
εdws

∥∥∥
∞
> δ, ‖

√
εw‖∞ ≤ ρ︸ ︷︷ ︸

=:Aε

)
≤ e−R/ε. (10.26)

以下では (10.26)の左辺に現れる事象をAεと書く．
【第 3段】本段では区間 [0, t]を幅 1/nの小区間に分割することにより，前段で導入し
た SDEの解 U ε,hを近似する単過程 U ε,h,nを導入する．n ∈ Nとし，

U ε,h,n
t := U ε,h

k/n, t ∈ [k/n, (k + 1)/n) ∩ [0, T ], 0 ≤ k ≤ bnT c

とおく．新しく導入するパラメーター δ1 ∈ (0,∞)に対して

Bε =

{∥∥∥∫ ·

0

{σ(U ε,h
s )− σ(U ε,h,n

s )}
√
εdws

∥∥∥
∞
>
δ

2
, ‖U ε,h − U ε,h,n‖∞ ≤ δ1

}
,

Cε =

{∥∥∥∫ ·

0

σ(U ε,h,n
s )

√
εdws

∥∥∥
∞
>
δ

2
, ‖
√
εw‖∞ ≤ ρ

}
,

Dε =
{
‖U ε,h − U ε,h,n‖∞ > δ1

}
と３つの事象を定めると，

Aε ⊂ Bε ∪ Cε ∪Dε (10.27)

という包含関係が成り立つ．次の段落でこれを示す．

126この可測写像は伊藤写像と呼ばれる．仮にこれを Iε,h : C0 → C̃ と書くと，Uε,hは Uε,h = Iε,h(w)と
いう形をしている．
127(Uε,h, w)の法則はWiener測度 Pの下での可測写像 w 7→ (Iε,h(w), w)の像測度として一意に決まる．
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記号を簡単にするために

W :=

∫ ·

0

σ(U ε,h
s )
√
εdws, Ŵ :=

∫ ·

0

σ(U ε,h,n
s )

√
εdws, Y :=

√
εw, Z := U ε,h

s − U ε,h,n

と表す．すると

Aε = {‖W‖∞ > δ, ‖Y ‖∞ ≤ ρ}
⊂ {‖W‖∞ > δ, ‖Y ‖∞ ≤ ρ, ‖Z‖∞ ≤ δ1} ∪ {‖Z‖∞ > δ1}

⊂ {(‖W − Ŵ‖∞ > δ/2または ‖Ŵ‖∞ > δ/2), ‖Y ‖∞ ≤ ρ, ‖Z‖∞ ≤ δ1}
∪ {‖Z‖∞ > δ1}

⊂ {‖W − Ŵ‖∞ > δ/2, ‖Y ‖∞ ≤ ρ, ‖Z‖∞ ≤ δ1}

∪ {‖Ŵ‖∞ > δ/2, ‖Y ‖∞ ≤ ρ, ‖Z‖∞ ≤ δ1} ∪ {‖Z‖∞ > δ1}

⊂ {‖W − Ŵ‖∞ > δ/2, ‖Z‖∞ ≤ δ1} ∪ {‖Ŵ‖∞ > δ/2, ‖Y ‖∞ ≤ ρ} ∪ {‖Z‖∞ > δ1}
= Bε ∪ Cε ∪Dε

となる．（ここで，条件文の間にあるカンマは「かつ」を意味する．）これで (10.27)が確
認できた．
【第 4段】本段では事象BεとCεの確率を評価する．まずBεを調べる．(LIP)により

|U ε,h
s − U ε,h,n

s | ≤ δ1 =⇒ |σ(U ε,h
s )− σ(U ε,h,n

s )|
√
ε ≤ Lδ1

√
ε

となることは明らかである．停止時刻を τ := inf{s ∈ [0, T ] | |U ε,h
s −U ε,h,n

s | > δ1} ∧ T と
おくと，

{τ = T} = {‖U ε,h − U ε,h,n‖∞ ≤ δ1}

であるから

Bε =

{∥∥∥∫ ·

0

{σ(U ε,h
s )− σ(U ε,h,n

s )}
√
εdws

∥∥∥
∞
>
δ

2
, τ = T

}
=

{∥∥∥∫ ·

0

1{s≤τ}{σ(U ε,h
s )− σ(U ε,h,n

s )}
√
εdws

∥∥∥
∞
>
δ

2
, τ = T

}
⊂
{∥∥∥∫ ·

0

1{s≤τ}{σ(U ε,h
s )− σ(U ε,h,n

s )}
√
εdws

∥∥∥
∞
>
δ

2

}
とわかる．最右辺にある確率積分の被積分関数のノルムはLδ1

√
εで評価できることに注

意せよ．補題 10.11を用いると

P (Bε) ≤ 2e exp

(
− (δ/2)2

2e(Lδ1
√
ε)2T

)
≤ 2e exp

(
− δ2

8eL2Tδ21ε

)
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を得る．よって

0 < δ1 <
δ

L
√
8eTR

=⇒ P (Bε) ≤ 2e exp(−R/ε). (10.28)

次はCεを調べる．条件 ‖
√
εw‖∞ ≤ ρの下では∣∣∣∫ t

0

σ(U ε,h,n
s )

√
εdws

∣∣∣ = ∣∣∣⌊nT ⌋∑
k=0

σ(U ε,h
k/n)
√
ε(w{(k+1)/n}∧t − w(k/n)∧t)

∣∣∣
≤ 2‖

√
εw‖∞

⌊nT ⌋∑
k=0

|σ(U ε,h
k/n)|

≤ 2‖σ‖∞ρ(T + 1)n

が成り立つ．(BND)により ‖σ‖∞ < ∞であることに注意せよ．よって，‖σ‖∞ > 0で
あれば

ρ <
δ

4‖σ‖∞(T + 1)n
=⇒ Cε = ∅ =⇒ P (Cε) = 0 (10.29)

を得る．（なお ‖σ‖∞ = 0のときは，明らかに P (Cε) = 0である．）
【第 5段】本段では (BND)を用いて，事象Dεの確率を評価する．(BND)を仮定し
たため，‖σ‖∞ ∨ ‖b‖∞ <∞であり，補題 10.11を用いることができる．本段では記号を
簡単にするため，n ∈ Nと 0 ≤ k ≤ bnT cに対してA(n, k) = [k/n, (k + 1)/n) ∩ [0, T ]と
おく．
以下しばらくA(n, k)上で計算する．U ε,h,n

t の定義から直ちに

|U ε,h
t − U

ε,h,n
t | ≤

∫ t

k/n

{|b(U ε,h
s )|+ |σ(U ε,h

s )| |h′s|}ds+
∣∣∣∣√ε ∫ t

k/n

σ(U ε,h
s )dws

∣∣∣∣
と評価できるので，事象の確率の評価としては

P

(
sup

t∈A(n,k)
|U ε,h

t − U
ε,h,n
t | > δ1

)
≤ P

(
sup

t∈A(n,k)

∫ t

k/n

{|b(U ε,h
s )|+ |σ(U ε,h

s )| |h′s|}ds >
δ1
2

)

+ P

(
sup

t∈A(n,k)

∣∣∣∣√ε ∫ t

k/n

σ(U ε,h
s )dws

∣∣∣∣ > δ1
2

)
(10.30)

を得る．Schwarzの不等式を用いた簡単な計算で

sup
t∈A(n,k)

∫ t

k/n

{|b(U ε,h
s )|+ |σ(U ε,h

s )| |h′s|}ds ≤
‖b‖∞
n

+
‖σ‖∞r√

n
≤ ‖b‖∞ + ‖σ‖∞r√

n

とわかるので，√n > 2(‖b‖∞ + ‖σ‖∞r)/δ1のときは (10.30)の右辺第１項は消える．補
題 10.11を用いると，右辺第２項は

2e exp

(
− (δ1/2)

2

2e(
√
ε‖σ‖∞)2n−1

)
≤ 2e exp

(
− nδ21
8e‖σ‖2∞ε

)
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と評価できる．（この評価は ‖σ‖∞ = 0の場合も成り立つ．）
したがって，√n > 2(‖b‖∞ + ‖σ‖∞r)/δ1のとき

P (Dε) ≤ P

(
max

0≤k≤⌊nT ⌋
sup

t∈A(n,k)
|U ε,h

t − U
ε,h,n
t | > δ1

)

≤ 2e(T + 1)n exp

(
− nδ21
8e‖σ‖2∞ε

)
(10.31)

と評価できる．
【第 6段】最後にパラメーターをどう決めるのかを明らかにして議論をまとめる．ま
ず r, δ ∈ (0,∞)は任意だとする．さらに十分大きな R ∈ (0,∞)も任意に与えられたと
する．
まず δ1を (10.28)にあるように選ぶと ε ∈ (0, 1]のとき P (Bε) ≤ 2e exp(−R/ε)が成り
立つ．δ1は δとRから決まる．次は nを決める．(10.31)の右辺が 2e(T + 1) exp(−R/ε)
以下であることは

n exp

[
ε−1

(
− nδ21
8e‖σ‖2∞

+R

)]
≤ 1, (10.32)

と同値である．√n > 8e‖σ‖2∞R/δ21のときは，(10.32)において指数関数の中で ε−1の係
数は負なので ε = 1の場合が一番大きくなる．さらに

lim
n→∞

n exp

(
− nδ21
8e‖σ‖2∞

+R

)
= 0

は明らかであるから，nを十分大きく選べば (10.32)は任意の ε ∈ (0, 1]に対して成立
する．以上をまとめると，既に決まったR, r, δ, δ1に対して十分大きな nを１つ選ぶと，
P (Dε) ≤ 2e(T + 1) exp(−R/ε)が任意の ε ∈ (0, 1]に対して成り立つ．最後に (10.29)に
あるように ρを選ぶと P (Cε) = 0である．ρは δと nから決まることに注意せよ．
したがって，任意に与えられた r, δ, Rに対して上の要領で ρを選ぶと

P (Aε) ≤ P (Bε) + P (Cε) + P (Dε) ≤ 2e(T + 2) exp(−R/ε), ε ∈ (0, 1]

となる．最後に ε0 ∈ (0, 1]を 2e(T + 2)e−1/ε0 ≤ 1を満たすように取ると，

P (Aε) ≤ e−(R−1)/ε, ε ∈ (0, ε0]

となる．Rは任意の十分大きな正数なので，R− 1もそうである．これで (10.26)が証明
できた．以上で命題 10.12の証明が終わった．

係数行列に対して標準的な切り落としの議論を適用することにより，命題 10.12で得
られた大偏差評価から有界性条件 (BND)を外す．この系 10.13が本節の主結果である．
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系 10.13. SDE(10.1)の係数 σと bに対して条件 (LIP)を仮定する．このとき，任意の
R, δ, r ∈ (0,∞)に対して，ある ρ ∈ (0,∞)と ε0 ∈ (0, 1]が存在して

P
(
‖Xε − ϕh‖∞ > δ, ‖

√
εw − h‖∞ ≤ ρ

)
≤ e−R/ε, h ∈ BH(0, r), ε ∈ (0, ε0] (10.33)

を満たす．

証明. r ∈ (0,∞)を任意とする．命題 10.4により，

sup{‖ϕh‖∞ | h ∈ H, h ∈ BH(0, r)} ≤ m− 1

となるm = mr ∈ Nが存在する．このmに対して，χm : Re → [0, 1]を |x| ≤ mのときは
χm(x) = 1，|x| ≥ m+1のときはχm(x) = 0を満たすLipschitz連続関数とする．これを
用いて係数を σ̂ := χm · σおよび b̂ := χm · b と切り落とすと，これらは明らかに (LIP)

も (BND)も満たす．新しい係数 σ̂, b̂に対応する SDE (10.1)と骨格ODE (10.3)の解を
それぞれ X̂εと ϕ̂h表す．作り方から明らかに h ∈ BH(0, r)であれば ϕ̂h = ϕhである．
よく知られているように，半径mの球から脱出するまではXεと X̂εは一致する．正
確に書けば，τ := {t ∈ [0, T ] | |Xε

t | ≥ m} ∧ T および τ̂ := {t ∈ [0, T ] | |X̂ε
t | ≥ m} ∧ T

と停止時刻を定めると，P-a.s.に τ = τ̂ かつ (Xε
t∧τ )t∈[0,T ] = (X̂ε

t∧τ )t∈[0,T ] である．（これと
ほぼ同じ事実に対する詳しい説明が補題 10.9の証明中にあるので，ここでは説明を省略
する．）
δ ∈ (0, 1)および h ∈ BH(0, r)を任意とする．このとき ‖Xε − ϕh‖∞ ≤ δであればXε

は半径mの球から出ないので τ = T である．（Xεを X̂εに取り替えた場合も同様の事実
が成り立つ．）したがって，この場合Xεと X̂εは一致するので，

{‖Xε − ϕh‖∞ ≤ δ} = {‖X̂ε − ϕ̂h‖∞ ≤ δ}, P-a.s.

である．128この補集合を取り，さらに {‖√εw − h‖∞ ≤ ρ}との交わりを作ると

{‖Xε − ϕh‖∞ > δ, ‖
√
εw − h‖∞ ≤ ρ} = {‖X̂ε − ϕ̂h‖∞ > δ, ‖

√
εw − h‖∞ ≤ ρ}, P-a.s.

右辺の事象の確率に対しては命題 10.12が適用できる．以上で系の証明が終わった．

注意 10.14. 上の系 10.13を命題 1.38と組み合わせると，条件 (LIP)の下でのFreidlin-

Wentzellの大偏差原理（定理 10.1）が直ちに得られる．

128２つの事象 A,B が P-a.s.に等しいとは 1A = 1B , P-a.s.という意味であるが，これは P(A4B) = 0
と同値である．通常どおり A4B := (A \B) ∪ (B \A)は２つの事象の対称差である．
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10.4 弱収束法による定理10.1の証明
本節では弱収束法を用いてFreidlin-Wentzellの大偏差原理（定理 10.1）を証明する．129
この手法は比較的新しいが，すでに広く普及しており，現在ではこの手法を用いた論文
が数多く生産されている．
弱収束法では大偏差原理を Laplace原理の形で証明する．既に命題 10.6で示したよう
に速度関数 J は良いので，Varadhanの補題（定理 1.28）とその逆（定理 1.30）により，
大偏差原理（定理 10.1）と Laplace原理（命題 10.15）は同値である．

命題 10.15. 条件 (LIP)を仮定する．ε ↘ 0とするとき，{Xε}ε∈(0,1]は C̃ 上で良い速
度関数 J に対して速度 1/εで Laplace原理を満たす．すなわち，任意の有界連続関数
F : C̃ → Rに対して，次が成立する．

lim
ε↘0

ε logE
[
exp

(
−1

ε
F (Xε)

)]
= − inf

ξ∈C̃
{F (ξ) + J(ξ)}. (10.34)

本節の残りでこの命題を証明する．その中で鍵になるのは指数型Wiener汎関数の変分
表示公式である．それを述べるために，まず記号をいくつか導入する．（なお本節の残り
では常に (LIP)を仮定し，Cameron-Martin空間の閉球BH(0, R)には弱位相を入れる．）
以下では本章の冒頭で導入した４つ組 (C0,F ,P; {Ft}t∈[0,T ])上で作業する．ここで F
はBorel加法族B(C0)の P完備化である．当然ながら，Pの下では座標過程 (wt)0≤t≤T は
d次元標準 Brown運動である．この４つ組上で定義された発展的可測なRd値確率過程
v = (vt)t∈[0,T ]で，条件

E
[∫ T

0

|vt|2dt
]
<∞

を満たすのものの全体をA と表す．また各R ∈ (0,∞)に対して，

AR :=

{
v ∈ A

∣∣∣∣ ∫ T

0

|vt|2dt ≤ R2, P-a.s.
}
, Ab :=

⋃
R>0

AR

と定める．A ,AR,Abに属する過程の不定積分として得られる過程全体がなす集合をそ
れぞれA ′,A ′

R,A
′
bと名付ける．正確には

A ′ :=

{∫ ·

0

vsds =

(∫ t

0

vsds

)
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣ v ∈ A

}

と定め，A ′
RとA ′

bも同じ要領で定める．このときA ′
b :=

⋃
R>0 A ′

Rである．またA ′
Rの

元はBH(0, R)値の確率変数である．補題 9.3によりBH(0, R)はコンパクト距離空間な

129弱収束法をこの種の大偏差原理に用いるのは [49]が初出である．この手法に関しては [29, 第 3.2節]
に手際よくまとめられている．

233



ので，A ′
RをBH(0, R)値確率変数の族と見なした場合，A ′

R（およびその任意の部分集
合）は自動的に緊密である．130
それでは指数型Wiener汎関数の変分表示公式を正確に述べる．（なお注意C.3で詳し
く述べるが，η ∈ A ′のとき，G = G̃, P-a.sであればG(·+ η) = G̃(·+ η), P-a.sである．）

命題 10.16. G : C0 → Rを有界なF 可測関数とする．このとき

− logE
[
e−G

]
= inf

η∈A ′
E
[
G( · + η) +

1

2
‖η‖2H

]
が成立する．

証明. 見かけ上少しだけ異なるが，この命題は補遺において証明する命題C.2 （および
注意C.3）と事実上同じである．（v 7→ ∫ ·

0
vsdsが L2([0, T ],Rd)からHへのユニタリ同型

であることに注意すれば直ちに同値性がわかる．）

補題 10.17. 任意の δ ∈ (0, 1)とK ∈ (0,∞)に対してあるR ∈ (0,∞)が存在して，以下
の条件を満たす．任意の ε ∈ (0, 1]と ‖G‖∞ ≤ Kとなる有界なF可測関数G : C0 → Rに
対して

− ε logE
[
e−G/ε

]
≥ inf

η∈A ′
R

E
[
G( · + η/

√
ε) +

1

2
‖η‖2H

]
− δ (10.35)

が成り立つ．特に命題 10.16中の等式において，infを取る範囲をA ′からA ′
bに取り替

えても右辺の値は変わらない．すなわち次が成立する．

− logE
[
e−G

]
= inf

η∈A ′
b

E
[
G( · + η) +

1

2
‖η‖2H

]
. (10.36)

証明. (10.36)は命題 10.16と (10.35)から直ちに従う．以下では (10.35)を示す．
まず命題 10.16により，

−ε logE
[
e−G/ε

]
= inf

η∈A ′
E
[
G( · + η/

√
ε) +

1

2
‖η‖2H

]
となる．任意の κ ∈ (0, 1]に対して，ある η̃ε,κ ∈ A ′が存在して，

‖G‖∞ ≥ inf
η∈A ′

E
[
G( · + η/

√
ε) +

1

2
‖η‖2H

]
≥ E

[
G( · + η̃ε,κ/

√
ε) +

1

2
‖η̃ε,κ‖2H

]
− κ

を満たす．これから直ちに次の評価を得る．

∞ > 2(2‖G‖∞ + 1) ≥ sup
ε∈(0,1]

E
[
‖η̃ε,κ‖2H

]
. (10.37)

130より正確には「A ′
R の元から誘導される法則の全体が緊密」と言うべきであろう．
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次は任意のR ∈ (0,∞)に対して停止時刻を

τ ε,κR := inf

{
t ∈ [0, T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

|(η̃ε,κ)′s|2ds ≥ R2

}
∧ T

と定め，ηε,κ = ηε,κ,Rを ηε,κt := η̃ε,κ
t∧τε,κR

と定める．Lebesgue測度に関してほとんど全ての t

に対して (ηε,κ)′t = (η̃ε,κ)′t1[0,τε,κR ](t)であるから，ηε,κ ∈ A ′
Rかつ確率1で‖ηε,κ‖H ≤ ‖η̃ε,κ‖H

となる．このとき明らかに

E
[
G( · + η̃ε,κ/

√
ε) +

1

2
‖η̃ε,κ‖2H

]
≥ E

[
G( · + ηε,κ/

√
ε) +

1

2
‖ηε,κ‖2H

]
+ E

[
G( · + η̃ε,κ/

√
ε)−G( · + ηε,κ/

√
ε)
]

である．{τ ε,κR < T} = {‖η̃ε,κ‖2H > R2}に注意しつつ，(10.37)とChebyshevの不等式を
用いると，

E
[
|G( · + η̃ε,κ/

√
ε)−G( · + ηε,κ/

√
ε)|
]
≤ 2‖G‖∞P (τ ε,κR < T )

≤ 4‖G‖∞(2‖G‖∞ + 1)

R2

が従う．R2 = 4K(2K + 1)/δと取れば，この右辺は δ以下である．以上をまとめて

inf
η∈A ′

E
[
G( · + η/

√
ε) +

1

2
‖η‖2H

]
≥ E

[
G( · + ηε,κ/

√
ε) +

1

2
‖ηε,κ‖2H

]
− κ− δ

≥ inf
η∈A ′

R

E
[
G( · + η/

√
ε) +

1

2
‖η‖2H

]
− κ− δ

となる．κは任意なので，これで (10.35)が証明できた．

ここで η ∈ A ′
bに対して，SDE (10.1)において，wをw+ η(w)/

√
εでおき換えて得ら

れる SDEを導入する．

Xε,η
t = a+

∫ t

0

b(Xε,η
s )ds+

√
ε

∫ t

0

σ(Xε,η
s )dws +

∫ t

0

σ(Xε,η
s )η′sds. (10.38)

なお ηはランダムなHの元なので，右辺の最後の項は各見本wごとに 1次元のLebesgue

積分 ∫ t
0
σ(Xε,η(w)s)η(w)

′
sds を行なったものである．（ちなみに (LIP)の下でこの SDEの

解の存在と一意性が成り立つことは，η ≡ 0の場合と同様の議論で証明できるので省略
する．）当然ながら，Xε(w + η(w)) = Xε,η(w)が Pに関してほとんど全てのwに対して
成り立つ．したがって補題 10.17中の (10.36)により，任意の有界連続関数F : C̃ → Rに
対して，

−ε logE
[
e−F (Xε)/ε

]
= ε inf

η∈A ′
b

E
[
F (Xε,η)/ε+

1

2
‖η/
√
ε‖2H

]
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= inf
η∈A ′

b

E
[
F (Xε,η) +

1

2
‖η‖2H

]
(10.39)

となる．この式を見ると，問題は SDE (10.38)の解Xε,ηの研究に帰着されそうである．
そこでまずXε,ηの性質に関する補題を２つ証明しよう．

補題 10.18. R ∈ (0,∞)とし，{η(ε)}ε∈(0,1] ⊂ A ′
Rとする．このとき C̃ × BH(0, R)値の

確率変数の族 {(Xε,η(ε), η(ε))}ε∈(0,1]は緊密である．

証明. 本証明中では c > 0は s, t, ε, R, {η(ε)}, aに依存しない定数とし，行ごとにその値
は変わってよいとする．まず {Xε,η(ε)}ε∈(0,1]が C̃において緊密であることを示す．
まず Schwarzの不等式と σの線形増大性により

E

[∣∣∣∣∫ t

0

σ(Xε,η(ε)
s )η(ε)′sds

∣∣∣∣4
]
≤ cE

[{∫ t

0

(1 + |Xε,η(ε)
s |)2ds

∫ t

0

|η(ε)′s|2ds
}2
]

≤ cR4E
[∫ t

0

(1 + |Xε,η(ε)
s |)4ds

]
≤ cR4

(
1 +

∫ t

0

E
[
|Xε,η(ε)

s |4
]
ds

)
となる．bの線形増大性を使うとより簡単な議論で

E

[∣∣∣∣∫ t

0

b(Xε,η(ε)
s )ds

∣∣∣∣4
]
≤ c

(
1 +

∫ t

0

E
[
|Xε,η(ε)

s |4
]
ds

)
となることもわかる．Burkholderの不等式と σの線形増大性により，(10.38)の確率積
分項も以下のように同様の評価を満たす．

E

[∣∣∣∣∫ t

0

σ(Xε,η(ε)
s )dws

∣∣∣∣4
]
≤ cE

[{∫ t

0

|σ(Xε,η(ε)
s )|2ds

}2
]
≤ c

(
1 +

∫ t

0

E
[
|Xε,η(ε)

s |4
]
ds

)
.

SDE(10.38)の両辺を 4乗して，上の三つの不等式を用いると

E
[
|Xε,η(ε)

t |4
]
≤ c(|a|4 +R4 + 1) + c(R4 + 1)

∫ t

0

E
[
|Xε,η(ε)

s |4
]
ds, t ∈ [0, T ]

という評価を得る．Gronwallの不等式により，

sup
0≤t≤T

E
[
|Xε,η(ε)

t |4
]
≤ c(|a|4 +R4 + 1) exp(c(R4 + 1)T ) (10.40)

を得る．（以下ではこの右辺の値をC = CR,aと表す．）
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ほぼ同様の議論により，次はXε,η(ε)の差分を評価する．0 ≤ s ≤ t ≤ T のとき，

E
[
|Xε,η(ε)

t −Xε,η(ε)
s |4

]
≤ cE

[∣∣∣∣∫ t

s

b(Xε,η(ε)
u )du

∣∣∣∣4
]

+ cE

[∣∣∣∣∫ t

s

σ(Xε,η(ε)
u )dwu

∣∣∣∣4
]
+ cE

[∣∣∣∣∫ t

s

σ(Xε,η(ε)
u )η(ε)′udu

∣∣∣∣4
]

≤ c(1 + R4)(t− s)
∫ t

s

E
[
1 + |Xε,η(ε)

u |4
]
du

≤ c(1 + R4)(1 + C)(t− s)2

と評価できる．最後に (10.40)を使った．右辺の (t− s)2の前の正定数は s, t, εに依存し
ないので，{Xε,η(ε)}ε∈(0,1]はKolmogorovの緊密性条件を満たしており，C̃において緊密
であることがわかる．131
緊密性の定義により，任意の δ > 0に対してあるコンパクト部分集合Kδ ⊂ C̃が存在
して P

(
Xε,η(ε) /∈ Kδ

)
< δとなる．このときKδ ×BH(0, R)は C̃ ×BH(0, R) のコンパク

ト部分集合であり，P
(
(Xε,η(ε), η(ε)) /∈ Kδ × BH(0, R)

)
= P

(
Xε,η(ε) /∈ Kδ

)
< δを満たす

ので，{(Xε,η(ε), η(ε))}ε∈(0,1]が緊密であることが示せた．

補題 10.19. R ∈ (0,∞)および {η(ε)}ε∈(0,1] ⊂ A ′
Rとし，(Xε,η(ε), η(ε))は ε ↘ 0のとき

にある C̃ ×BH(0, R)値の確率変数 (X̃, η)に法則収束すると仮定する．このとき，Pに関
して確率 1で

X̃t = a+

∫ t

0

b(X̃s)ds+

∫ t

0

σ(X̃s)η
′
sds, t ∈ [0, T ].

が成り立つ（すなわち X̃ = ϕηとなる）．

証明. 各 tを固定するごとに

X
ε,η(ε)
t − a−

∫ t

0

b(Xε,η(ε)
s )ds−

∫ t

0

σ(Xε,η(ε)
s )η(ε)′sds =

√
ε

∫ t

0

σ(Xε,η(ε)
s )dws (10.41)

の両辺が，Re値の確率変数として ε↘ 0のときに法則収束することを見る．
まず右辺は定値確率変数 0に法則収束（すなわち右辺の法則がDirac測度 δ0に弱収束）
する．これを示すには右辺が 0にL2収束していることを確認すればよい．実際，適当な
正定数 cに対して

E

[∣∣∣∣√ε ∫ t

0

σ(Xε,η(ε)
s )dws

∣∣∣∣2
]
≤ cε

∫ t

0

(1 + E
[
|Xε,η(ε)

s |2
]
)ds ≤ c(1 +

√
C)Tε

131Kolmogorovの緊密性条件については，例えば [23, 定理 1.2]または [24, 第 9.5節]を参照せよ．
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を満たす．ここで (10.40)も使った．
左辺を処理するために，写像Qt : C̃ × BH(0, R)→ Reを

Qt(ξ, h) := ξt − a−
∫ t

0

b(ξs)ds−
∫ t

0

σ(ξs)h
′
sds

と定める．(10.41)の左辺はQt(X
ε,η(ε), η(ε))に等しい．したがって，Qtの連続性を認め

ると左辺は ε↘ 0のときに

Qt(X̃, η) = X̃t − a−
∫ t

0

b(X̃s)ds−
∫ t

0

σ(X̃s)η
′
sds

に法則収束する．しかしこの法則が δ0であるため，この確率変数は確率 1で 0である．
tに関する連続性と合わせて考えると，これで補題の主張にあるODEが成立することが
わかる．
最後にQtの連続性を示そう．補題 9.3により C̃ ×BH(0, R)は距離空間なので，定義域
の収束点列をQtで送ったものが値域で収束することを示せばよい．{(ξ(n), h(n))}n∈N ⊂
C̃ × BH(0, R) かつ limn→∞(ξ(n), h(n)) = (ξ(∞), h(∞))とする．n→∞のとき

ξ(n)t − a−
∫ t

0

b(ξ(n)s)ds → ξ(∞)t − a−
∫ t

0

b(ξ(∞)s)ds

となることはほぼ自明である．一方で∫ t

0

σ(ξ(n)s)h(n)
′
sds →

∫ t

0

σ(ξ(∞)s)h(∞)′sds

となることは自明ではないが，事実上同じ計算が命題 10.5の証明中にある．以上により，
Qt(ξ(n), h(n))→ Qt(ξ(∞), h(∞))とわかり，Qtの連続性が得られた．

命題 10.15の証明. F が C̃上の有界連続関数であるとき，(10.34)を以下の２つの不等式
に分解して示す．

lim
ε↘0
−ε logE

[
exp

(
−1

ε
F (Xε)

)]
≤ inf

ξ∈C̃
{F (ξ) + J(ξ)}, (10.42)

lim
ε↘0

−ε logE
[
exp

(
−1

ε
F (Xε)

)]
≥ inf

ξ∈C̃
{F (ξ) + J(ξ)}. (10.43)

まず (10.42)を示す．(10.42)の右辺は有限だと仮定してよい．任意の δ ∈ (0, 1)に対し
て，ある ξ∗ ∈ C̃で次の条件を満たすものが存在する．

F (ξ∗) + J(ξ∗) ≤ inf
ξ∈C̃
{F (ξ) + J(ξ)}+ δ.
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J の定義により，ある h ∈ Hが存在して，ξ∗ = ϕhかつ ‖h‖2H/2 ≤ J(ξ∗) + δを満たす．
よって，R =

√
2{J(ξ∗) + 1}とおけば h ∈ BH(0, R) ⊂ A ′

Rである．（なお右の包含では，
BH(0, R)の元を定値確率変数と見なしている．）
さて (10.38)において η = hとした場合の解をXε,hと書くと，補題 10.18と補題 10.19

により，{(Xε,h, h)}ε∈(0,1]は緊密であり，かつ法則収束の位相での集積点は (ϕh, h)のみ
なので，実は limε↘0(X

ε,h, h) = (ϕh, h)と法則収束している. 特に limε↘0X
ε,h = ϕh = ξ∗

と C̃において法則収束する．
ここで (10.39)を用いると，

lim
ε↘0
−ε logE

[
exp

(
−1

ε
F (Xε)

)]
≤ lim

ε↘0
inf
η∈Ab

E
[
F (Xε,η) +

1

2
‖η‖2H

]
≤ lim

ε↘0
E
[
F (Xε,h) +

1

2
‖h‖2H

]
≤ F (ξ∗) +

1

2
‖h‖2H

≤ F (ξ∗) + J(ξ∗) + δ ≤ inf
ξ∈C̃
{F (ξ) + J(ξ)}+ 2δ

という不等式を示せる．最後に δ ↘ 0として (10.42)を得る．
次は (10.43)を示す．δ ∈ (0, 1)を任意に取る．補題 10.17をG = F (Xε)に適用すると，

εに依存しないある定数R ∈ (0,∞)と {η(ε)}ε∈(0,1] ⊂ A ′
Rが存在して，

−ε logE
[
exp

(
−1

ε
F (Xε)

)]
≥ E

[
F (Xε,η(ε)) +

1

2
‖η(ε)‖2H

]
− 2δ (10.44)

を満たす．補題 10.18により，0に収束する狭義単調減少列 {εk}k∈Nで，次の２条件を満
たすものが存在する．

• limε↘0−ε logE
[
e−F (Xε)/ε

]
= limk→∞−εk logE

[
e−F (Xεk )/εk

]
,

• k →∞のとき，(Xεk,η(εk), η(εk))は C̃ × BH(0, R)において法則収束する．
補題 10.19により，法則収束の意味での極限を limk→∞(Xεk,η(εk), η(εk)) = (ϕη, η)と書い
てよい（ここで η = limk→∞ η(εk)である）．
次は

lim
k→∞

E
[
F (Xεk,η(εk)) +

1

2
‖η(εk)‖2H

]
≥ E

[
F (ϕη) +

1

2
‖η‖2H

]
(10.45)

を示す．これは Fatouの補題の一種であるが，今は法則収束しかしていないため一工夫
が必要になる．Skorokhodの表現定理により，132 ある確率空間 (Ω̂, F̂ , P̂)上に以下の条件
を満たす C̃ × BH(0, R)値の確率変数列 {(X̂k, η̂k)}k∈N∪{∞}が存在する．

(ϕη, η)
Law
= (X̂∞, η̂∞),

132Skorokhodの表現定理については，[23, 付録 Iの定理 1.7]や [27, 定理 6.7]などを参照せよ．
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(Xεk,η(εk), η(εk))
Law
= (X̂k, η̂k), k ∈ N,

lim
k→∞

(X̂k, η̂k) = (X̂∞, η̂∞), P̂-a.s.

この概収束列を用いると通常の Fatouの補題が使えるため，

lim
k→∞

E
[
F (Xεk,η(εk)) +

1

2
‖η(εk)‖2H

]
= lim

k→∞
Ê
[
F (X̂k) +

1

2
‖η̂k‖2H

]
≥ Ê

[
lim
k→∞

{
F (X̂k) +

1

2
‖η̂k‖2H

}]
≥ Ê

[
F (X̂∞) +

1

2
‖η̂∞‖2H

]
= E

[
F (ϕη) +

1

2
‖η‖2H

]
と評価できる．133 これで (10.45)が得られた．なお２つ目の不等式では，F の連続性と
‖ · ‖2HがHの弱位相に関して下半連続であることも使った．（‖h‖2H = sup∥e∥H=1〈h, e〉2Hと
書けるため，補題 1.12により ‖ · ‖2Hの下半連続性がわかる．）
部分列 {εk}の取り方と (10.44)–(10.45)をまとめると

lim
ε↘0

−ε logE
[
exp

(
−1

ε
F (Xε)

)]
≥ E

[
F (ϕη) +

1

2
‖η‖2H

]
− 2δ

≥ E
[
F (ϕη) +

1

2
‖J(ϕη)‖2H

]
− 2δ

≥ inf
ξ∈C̃
{F (ξ) + J(ξ)} − 2δ

を得る．δ > 0は任意なので (10.43)が示せた．これで命題 10.15の証明が終わった．

133この部分の議論は補題 5.4と事実上同じだが，読者の便宜のためにもう一度書いた．
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A 補遺：凸関数に関する基本事項
本章ではEuclid空間内の凸集合上で定義された凸関数に関する基本的な事実を紹介す
る．本章の目的は凸関数に関する知識を系統的に解説することではなく，本文中で用い
た事実に簡潔な説明をすることである．
Euclid空間Rd (d ∈ N)の部分集合 Cが凸集合であるとは，以下の条件を満たすこと
をいう．

x, y ∈ C, t ∈ (0, 1) =⇒ tx+ (1− t)y ∈ C.

{Cλ}λ∈Λが凸集合の族ならば，共通部分 ∩λ∈ΛCλも凸集合である．したがって，任意の
A ⊂ Rd に対して，Aを含む最小の凸集合が存在する．これを Aの凸包と呼ぶ．なお
d = 1のときは，空集合または１点集合でない限り，Cが凸であることと区間であるこ
とは同値である．
C ⊂ Rdを空でない凸集合とする．関数 f : C → (−∞,∞]が以下の条件を満たすとき，
凸関数と呼ぶ．

x, y ∈ C, t ∈ (0, 1) =⇒ f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y). (A.1)

なお任意の相異なる xと yに対して，上の不等式 (A.1)において “≤”を “<”に変えたも
のが成立する場合は，f を狭義凸関数と呼ぶ．空でない添字集合Λで添字付けられたC

上の凸関数の族 {fλ}λ∈Λに対して，明らかに supλ∈Λ fλも C 上の凸関数である．f の実
効定義域を dom(f) := {x ∈ C | f(x) ∈ R}と表す．

A.1 1変数凸関数の基本事項
本節では d = 1の場合を扱う．I ⊂ Rを区間とし，凸関数 f : I → Rの基本性質を列
挙する．134

命題 A.1. a < b < cとなる a, b, c ∈ Iに対して
f(b)− f(a)

b− a
≤ f(c)− f(a)

c− a
≤ f(c)− f(b)

c− b
(A.2)

が成り立つ．
証明. λ := (b− a)/(c− a) ∈ (0, 1)とおくと，b = λa+(1− λ)cである．f の凸性により，

f(b) = f(λa+ (1− λ)c) ≤ λf(a) + (1− λ)f(c) = c− b
c− a

f(a) +
b− a
c− a

f(c)

を得る．この不等式を移項して (A.2)を得る．
134本節では空集合と１点集合を区間の定義から外す．f が (−∞,∞]値の場合は，f を dom(f)に制限し
たものに対して本節の結果を適用できる．
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命題 A.2. 任意の s ∈ I◦に対して，sにおける右微分 f ′
+(s)と左微分 f ′

−(s)が実数とし
て存在し，f ′

−(s) ≤ f ′
+(s)を満たす．ここで通常どおり

f ′
+(s) = lim

x↘s

f(x)− f(s)
x− s

, f ′
−(s) = lim

x↗s

f(x)− f(s)
x− s

と定めた．また f ′
+と f ′

−はともに I◦上で広義単調増加である．
証明. 命題A.1を繰り返し用いる．s ∈ I◦に対して，x, x0, x2を x0 < s < x < x2となる
ように取る．

ψ(x) :=
f(x)− f(s)

x− s
, x ∈ I◦ ∩ (s,∞)

とおくと，(A.2)により ψは広義単調増加であり，さらに

−∞ <
f(s)− f(x0)

s− x0
≤ ψ(x) ≤ f(x2)− f(s)

x2 − s
<∞

を満たす．よって f ′
+(s) = limx↘s ψ(x) ∈ Rは存在する．同様に f ′

−(s) ∈ Rも存在する．
再び (A.2)により，f ′

+(s)と f ′
−(s)の定義式において片側極限を取る前の差分商に大小関

係があるため，f ′
−(s) ≤ f ′

+(s)である．f ′
+と f ′

−が広義単調増加であることも (A.2)から
直ちに従う．
命題 A.3. f は I◦上で連続である．すなわち，f の不連続点は仮に存在するにしても I

の端点のみである．
証明. 命題A.2により，f は各 s ∈ I◦において右（左）微分可能なので，右（左）連続
である．よって，f は各 sにおいて連続である．

命題A.1の系として，凸関数の増減に関する簡単な事実を紹介する．この系は不等式
(A.2)から直ちに従う．
系 A.4. 区間 I上で定義された凸関数 f : I → Rが a ∈ Iにおいて最小値を実現する（す
なわち f(a) = infx∈I f(x)となる）と仮定する．このとき，仮に {x ∈ I ∩ (a,∞) | f(x) >
f(a)}が空または１点集合でなければ，この集合は区間であり, f はこの区間上で狭義単
調増加である．同様に，仮に {x ∈ I ∩ (−∞, a) | f(x) > f(a)}が空または１点集合でな
ければ，この集合は区間であり, f はこの区間上で狭義単調減少である．

A.2 多変数凸関数の基本事項
本節ではRd内の凸集合とその上の凸関数の基本性質を列挙する．まず相対内部の定義
を思い出す．空でない凸集合C ⊂ Rdに対して，Cの相対内部 ri (C)は次で定義される．

ri (C) := {y ∈ C |任意の x ∈ Cに対してある ε > 0が存在して y − ε(x− y) ∈ C}.
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次の命題の証明ではRd内の単体が基本的な役割を果たすので，命題に進む前に単体
の定義と凸集合の “本質的な”次元について述べる．k = 0, . . . , dに対して，Rdの空でな
い部分集合∆ ⊂ Rdが k単体であるとは，ある x0, . . . , xk ∈ Rdが存在して次の２条件を
満たすことをいう．

(i) x1 − x0, . . . , xk − x0は線形独立である．ただし，k = 0のときはこの条件は考え
ない．

(ii) ∆ =

{
k∑
i=0

cixi

∣∣∣∣∣ ci ∈ [0, 1] (i = 0, . . . , k),
k∑
i=0

ci = 1

}
.

このとき相対内部の定義により

ri (∆) =

{
k∑
i=0

cixi

∣∣∣∣∣ ci ∈ (0, 1) (i = 0, . . . , k),
k∑
i=0

ci = 1

}

が簡単にわかる．
C ⊂ Rdを空でない凸集合とする．0単体はRd内の１点集合であることに注意すると，

Cは空でないので

kC := max{k ∈ {0, . . . , d} | ∆ ⊂ Cとなる k単体∆が存在する } (A.3)

は問題なく定まる．∆が k単体であれば k∆ = kであることに注意せよ．

命題 A.5. 空でない凸集合C ⊂ Rdに対して次が成立する．

(1) ri (C)は空でない．

(2) 任意の x ∈ Cと y ∈ ri (C)および 0 < α ≤ 1に対して，(1 − α)x + αy ∈ ri (C)が
成立する．

証明. (1) kC を (A.3)により与えられるものとすると，kC の定義により∆ ⊂ C となる
kC 単体∆と，(i)と (ii)を満たす x0, . . . , xkC ∈ Cが存在する．このとき

C ⊂

{
kC∑
i=0

cixi

∣∣∣∣∣ ci ∈ R (i = 0, . . . , kC),

kC∑
i=0

ci = 1

}
(A.4)

が成立することを示す．（よってCは kC 次元アファイン部分空間に含まれる．）(A.4)を
示すために任意に x ∈ Cを取る．Cは凸なので{

cx+

kC∑
i=0

cixi

∣∣∣∣∣ c ∈ [0, 1], ci ∈ [0, 1] (i = 0, . . . , kC), c+

kC∑
i=0

ci = 1

}
⊂ C
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が成立する．このとき x − x0, x1 − x0, . . . , xkC − x0 が線型独立であると仮定すると，
x0, x, x1, . . . , xkC により生成される kC + 1単体は Cに含まれる．しかしこれは kC の定
義に矛盾するので，x− x0, x1 − x0, . . . , xkC − x0は線形従属である．よって少なくとも
１つは 0でないある c, c1, . . . , ckC ∈ Rが存在して

c(x− x0) +
kC∑
i=1

ci(xi − x0) = 0

を満たす．c = 0とすると (i)により c0 = · · · = ckC = 0となるので，c 6= 0である．よって

x =

(
1 +

kC∑
i=0

ci
c

)
x0 −

kC∑
i=1

ci
c
xi

と書けるので，(A.4)が成立する．
ri (∆) ⊂ ri (C)を示す．x̃ =

∑kC
i=0 c̃ixi ∈ ri (∆)と x ∈ Cを任意に取る．(A.4)によりあ

る ci ∈ R (i = 0, . . . , kC)が存在して x =
∑kC

i=0 cixiと書ける．このとき ε > 0に対して

x̃− ε(x− x̃) =
kC∑
i=0

(c̃i − ε (ci − c̃i)) xi =:

kC∑
i=0

dixi

となる．各 i = 0, . . . , kC に対して c̃i > 0なので，ε > 0が十分小さければ di > 0 (i =

0, . . . , kC)となる．さらに
∑kC

i=0 di = 1が成立するので x̃− ε(x− x̃) ∈ Cを得る．よって
ri (C)の定義により x̃ ∈ ri (C)となり，ri (∆) ⊂ ri (C)が示された．明らかに ri (∆) 6= ∅
なので，ri (C) 6= ∅である．
(2) 任意の y ∈ ri (C)に対して，ある kC 単体 ∆y ⊂ C が存在して y ∈ ri (∆y)と
なることを示す．kC = 0のときは明らかなので，以下 kC ≥ 1とする．y ∈ ri (C)な
ので，各 i = 0, . . . , kC に対してある εi > 0が存在して y − εi(xi − y) ∈ C が成立する．
ε =: mini=0,...,kC εi > 0とおくと，Cは凸なので各 i = 0, . . . , kCに対して y−ε(xi−y) ∈ C
が成立する．ここで δ := ε{4(1 + ε)}−1とおき，i 6= jを満たす i, j = 0, . . . , kCに対して

ci = c̃j =
1

2(1 + ε)
, di = εci + δ, d̃j = εcj − δ

とおく．ci + c̃j + di + d̃j = 1でありCは凸なので，単純計算により

ci(y − ε(xi − y)) + dixi + c̃j(y − ε(xj − y)) + d̃jxj = y + δ(xi − xj) ∈ C (A.5)

がわかる．
x∗ ∈ ri (∆)を x0, . . . , xkC の重心とする，すなわち

x∗ :=
x0 + · · ·+ xkC

kC + 1

244



である．(A.5)により各 i = 0, . . . , kC に対して zi := y + δ(xi − x∗) ∈ C が成立する．
zi − z0 = δ(xi − x0)なので，(i)により {zi − z0}kCi=1は線形独立である．ここで∆y ⊂ C

を z0, . . . , zkC により定義される kC 単体とする．すなわち

∆y : =

{
kC∑
i=0

cizi

∣∣∣∣∣ ci ∈ [0, 1] (i = 0, . . . , k),

kC∑
i=0

ci = 1

}

=

{
y +

kC∑
i=0

ciδ(xi − x∗)

∣∣∣∣∣ ci ∈ [0, 1] (i = 0, . . . , k),

kC∑
i=0

ci = 1

}

により定義する．このとき c0 = · · · = ckC = (kC + 1)−1とすることにより，y ∈ ri (∆y)

がわかる．
任意の x ∈ Cと y ∈ ri (C)および 0 < α ≤ 1に対して，(1− α)x+ αy ∈ ri (C)が成立
することを示す．∆yを y ∈ ri (∆y) ⊂ Cとなる kC 単体とする．このとき

(1− α)x+ αy ∈ ri ((1− α)x+ α∆y)

が成立するので，(1)の最後の段落で行った議論により ri ((1−α)x+α∆y) ⊂ ri (C)を得
るので，(1− α)x+ αy ∈ ri (C)が成立する．

注意 A.6. C ⊂ Rdを空でない凸集合で，１点集合でもないとする．（つまり kC ≥ 1とす
る）各 y ∈ ri (C)に対して∆y ⊂ Cを命題A.5(2)の証明中で与えられる kc単体とすれば，

ri (C) =
⋃

y∈ri (C)

ri (∆y)

が成立する．ri (∆y)はRkC における開球と同相かつCは kC次元アファイン空間に含ま
れるので，ri (C)はRkC のある開集合と同相である．

次の命題は命題A.3の多変数版である．

命題 A.7. Γ : Rd → (−∞,∞]を凸関数とする．Γを ri (domΓ)上に制限すると，Γは相
対位相に関して ri (domΓ)上連続である.

証明. domΓは空でないと仮定して示す．さらに ri (domΓ)が１点集合のとき命題は明
らかなので，ri (domΓ)は１点集合でもないとする．k = kdomΓとおくと注意 A.6によ
り，ri (domΓ)はRkのある開集合と同相である．Γをその開集合上の関数と同一視する
ことにより，ri (domΓ)がRkの開集合である場合に命題を示せば十分である．
x ∈ ri (domΓ) ⊂ Rkを任意に取る．x ∈ ri (∆)となるCに含まれる k単体

∆ =

{
k∑
i=0

cixi

∣∣∣∣∣ ci ∈ [0, 1] (i = 0, . . . , k),
k∑
i=0

ci = 1

}
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と，B(x, δ) ⊂ ∆となる δ > 0を任意に取り固定する．まず ΓはB(x, δ)上有界であるこ
とを示す．任意の y ∈ B(x, δ)に対して，Γの凸性により

Γ(y) ≤ max
i=0,...,k

Γ(xi) <∞

が成立する．また
z1 := 2x− y ⇐⇒ x =

1

2
z1 +

1

2
y

とおくと，z1 ∈ B(x, δ)なので Γの凸性により Γ(x) ≤ Γ(z1)/2 + Γ(y)/2を得る．よって
Γ(y) ≥ 2Γ(x)− Γ(z1) ≥ 2Γ(x)− max

i=0,...,k
Γ(xi)

が成立する．以上により
sup

y∈B(x,δ)

|Γ(y)| ≤ 2|Γ(x)|+ max
i=0,...,k

|Γ(xi)| =:M <∞

を得る．
次に y ∈ B(x, δ), y 6= xに対して

|Γ(x)− Γ(y)| ≤ 2M

δ
|x− y|

が成立することを示す．まず

z := x+
δ

|x− y|
(x− y) ⇐⇒ x =

|x− y|
δ + |x− y|

z +
δ

δ + |x− y|
y

とおく．このとき z ∈ B(x, δ)なので Γの凸性により

Γ(x)− Γ(y) ≤ |x− y|
δ + |x− y|

(Γ(z)− Γ(y)) ≤ 2M

δ
|x− y|

が成立する．次に

w := x− δ

|x− y|
(x− y) ⇐⇒ y =

|x− y|
δ

w +
δ − |x− y|

δ
x

とおけば, w ∈ B(x, δ)なので Γの凸性により

Γ(y)− Γ(x) ≤ |x− y|
δ

(Γ(w)− Γ(x)) ≤ 2M

δ
|x− y|

を得る．よって Γは x ∈ ri (domΓ)で連続である．

凸関数 Γ : Rd → (−∞,∞]に対して，相対内部の定義により (domΓ)◦ ⊂ ri (domΓ)が
成立するので，命題A.7により直ちに次の系を得る．
系 A.8. 凸関数 Γ : Rd → (−∞,∞]は (domΓ)◦上連続である．
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B 補遺：正則条件付き確率に関する基本事項
距離空間Sに値を取る確率変数 ξが与えられたとき，条件付き確率 “P (· | ξ = x) ”は確
率論においてしばしば重要になる．Sが非可算集合のときはこの条件付き確率を定める
のはそれほど容易ではないが，この件に関しては次の事実がよく知られている．本命題
中の {p(x,A) | x ∈ S, A ∈ B(Ω)}を「確率変数 ξを与えたときの（あるいは条件 “ξ = x”

の下での）Pの正則条件付き確率」と呼ぶ．

命題 B.1. (Ω,B(Ω))を可分完備距離空間とその上のBorel加法族とし，Pをこの可測空
間上の確率測度とする．また (S,B(S))も可分完備距離空間とその上の Borel加法族と
し，ξ : Ω→ Sを B(Ω)/B(S)可測な写像とする．
このとき，系 {p(x,A) | x ∈ S, A ∈ B(Ω)}で以下の３条件を満たすものが存在する．

(1) 各 x ∈ Sに対して，A ∈ B(Ω) 7→ p(x,A)は (Ω,B(Ω))上の確率測度である．

(2) 各A ∈ B(Ω)に対して，x ∈ S 7→ p(x,A)は B(S)/B(R)可測である．

(3) 各A ∈ B(Ω)と各E ∈ B(S)に対して，次が成立する．

P (A ∩ {ξ ∈ E}) =
∫
E

p(x,A)P ◦ ξ−1(dx).

この系は次の意味で一意的である．仮に系 {p̂(x,A) | x ∈ S, A ∈ B(Ω)}も上記の３条件
を満たすとすると，P ◦ ξ−1(N) = 0となるN ∈ B(S)が存在して，x /∈ N であれば

p(x,A) = p̂(x,A), A ∈ B(Ω)

が成立する．
さらに P ◦ ξ−1(N ′) = 0となるN ′ ∈ B(S)が存在して，x /∈ N ′であれば

p(x, {ξ ∈ E}) = 1E(x), E ∈ B(S)

となる．特に x /∈ N ′であれば p(x, {ξ = x}) = 1である．
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C 補遺：指数型Brown汎関数の変分表示公式
第 10.4節において，弱収束法を用いて Freidlin-Wentzellの大偏差原理を証明したが，
その中で鍵になったのが正値Brown汎関数に対する変分表示公式であった．ここではそ
の変分表示公式に証明を与える．
T > 0と d ∈ Nを任意とし，第 9章と同じく時間区間 [0, T ]上のRd値標準 Brown運
動に関するWiener空間とCameron-Martin空間を (C0,B(C0),P)およびHと書く．すな
わち C0とHはそれぞれ (9.1)と (9.2)で定義される経路空間で，Pは d次元のWiener測
度，B(C0)は C0のBorel加法族である．135
N を P零集合の全体とし，F = B(C0) ∨ N を Borel加法族の P完備化とする．また

0 ≤ t ≤ Tのとき，Gt = σ{ws | 0 ≤ s ≤ t}およびFt = Gt∨N とおく．ここでGT = B(C0)
であることに注意せよ．136情報系 {Ft}t∈[0,T ]は右連続なので，４つ組 (C0,F ,P; {Ft}t∈[0,T ])
はいわゆる「通常の条件」を満たす．本章では基本的にこの４つ組の上で作業する．
Pの下では座標過程 (wt)0≤t≤T は d次元標準Brown運動である．本章においてはこの
座標過程をあえて

Wt(w) = wt, t ∈ [0, T ], w ∈ C0

と表すことにする．

注意 C.1. 同じ対象に２つの記号 wとW を用意する理由は，単に記述を簡単にするた
めである．確率論の習慣では，期待値E [·]の中には確率空間の元（この場合はw）を書
かない習慣になっているため，W という別の記号を用意しないと本章に登場する式が
非常に書きづらくなる．（例えば変分表示公式の右辺が典型例である．）しかしW は結局
C0の恒等写像のことなので，C0上の実数値またはベクトル値関数 F に対して E [F ]と
E [F (W )]は同じ意味であり，どちらも定義により ∫C0 F (w)P(dw)に等しい．wとW の
使い分けは気分的なもので，確率測度と関係のない決定論的な議論をしているときはw

を使い，確率論的な議論をしているときはW を使う．

４つ組 (C0,F ,P; {Ft}t∈[0,T ])上で定義された発展的可測なRd値確率過程 v = (vt)t∈[0,T ]
で，条件

‖v‖A := E
[∫ T

0

|vt|2dt
] 1

2

<∞

を満たすのものの全体をA と表す．このA はBrown運動に対する確率積分を定義する
ときに出てくる関数空間であり，ごく自然にHilbert空間の構造が入る．A には自然に

135本章ではEuclid空間の標準内積を 〈v, v′〉Rd ではなく v ·v′と書く（v, v′ ∈ Rd）．ノルムは |v| = √v · v
と書く．一方，２本線のノルム ‖ · ‖は無限次元空間のノルムに対してのみ使う．
136これに関する説明が補題 C.6の証明中にある．
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内積が定まるが，それを 〈 · , · 〉A と表す．また各R ∈ (0,∞)に対して，

AR :=

{
v ∈ A

∣∣∣∣ ∫ T

0

|vt|2dt ≤ R2, P-a.s.
}
, Ab :=

∞⋃
R>0

AR

と定める．
それでは本章の主題である指数型Wiener汎関数の変分表示公式を正確に述べる．本
章の残りではこの命題を証明する．上からの評価は補題 C.15で示し，下からの評価は
補題C.20で示す．

命題 C.2. F : C0 → Rを有界なBorel可測関数とする．このとき

− logE
[
e−F

]
= inf

v∈A
E
[
F

(
W +

∫ ·

0

vsds

)
+

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]

が成立する．

上の命題に関して簡単な注意をする．本書ではこの命題を SDEの解に対して用いる
つもりなので，この種のことを確認するべきである．SDE理論は基本的に L2理論であ
るため，解は各 wで定義されているわけではなく，Wiener測度に関する同値類として
しか与えられていないことを思い出そう．

注意 C.3. 命題C.2において，関数FをP-a.s.に等しい別の関数 F̃に取り替えても左辺の
値が変わらないことは自明であるが，実は右辺の値も変わらない．理由を述べる．以下の
補題C.5で示すように，v ∈ A のときはW +

∫ ·
0
vsdsの法則はBrown運動W の法則Pに

対して絶対連続である．したがって，P-a.s.にF = F̃ , すなわちP
(
F (W ) 6= F̃ (W )

)
= 0

ならば P
(
F (W +

∫ ·
0
vsds) 6= F̃ (W +

∫ ·
0
vsds)

)
= 0である．以上により，命題 C.2にお

けるF は各点で定義された「関数」でなく，「Pに関する関数の同値類」だと考えてもよ
いことがわかる．また各点で定義されたF を考える場合でも，F の可測性に関する条件
を「Borel可測」から「F 可測」に緩めてよいこともわかる．

C.1 Wiener空間上のずらしと指数マルチンゲールについて
v ∈ A に対して

Evt := exp

(∫ t

0

vs · dWs −
1

2

∫ t

0

|vs|2ds
)
, t ∈ [0, T ]

と定める．座標を使って書くと ∫ t
0
vs · dWs =

∫ t
0

∑d
j=1 v

j
sdW

j
s である．伊藤の公式により，

dEvt = Evt vt · dWtとなるので，(Evt )t∈[0,T ]は {Ft}局所マルチンゲールである．
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Girsanovの定理を思い出そう．137 vによるWiener空間 C0上のずらしを

T vt (w) := wt +

∫ t

0

vs(w)ds, t ∈ [0, T ]

とおく．138もしPの下で (Evt )t∈[0,T ]がマルチンゲールならば，新しい確率測度dPv := EvTdP
の下で (T −v

t (W ))t∈[0,T ]は d次元 {Ft}-Brown運動になる．言い換えると，任意の有界な
Borel可測関数 F : C0 → Rに対して

Ev
[
F (T −v(W ))

]
= E [F (W )] (C.1)

が成立する．ここで Evは Pvに関する期待値である．
さて v ∈ Abの場合，すなわちあるR ∈ (0,∞)に対して v ∈ ARとなる場合を考える．
このとき

E
[
exp

(
1

2

〈∫ ·

0

vs · dWs

〉
T

)]
= E

[
exp

(
1

2

∫ T

0

|vs|2ds
)]
≤ eR

2/2 <∞

であるため Novikov条件は満たされている．139 よって (Evt )t∈[0,T ]はマルチンゲールであ
る．したがって v ∈ AbのときはGirsanovの定理 (C.1)は成立する．（一方，一般の v ∈ A

に対しては成立する保証がない．）さらに Evt の Lpノルムに関して次の評価がある．

補題 C.4. v ∈ A とする．このとき任意の p ∈ [1,∞)と t ∈ [0, T ]に対して次が成り立つ．

(Evt )p = E
pv
t exp

(
p(p− 1)

2

∫ t

0

|vs|2ds
)
.

さらに v ∈ Abのときには E [(Evt )p] ≤ eR
2p(p−1)/2と評価できる．ここでRは v ∈ ARを

満たす正定数である．

証明. (Evt )pの表示式はEvt からほぼ自明である．後半を示す．v ∈ Abのときには pv ∈ Ab

なので，(Epvt )はマルチンゲールで，特にE [Epvt ] = 1である．したがって ∫ T
0
|vs|2ds ≤ R2

を仮定すれば，求める評価は簡単に得られる．

さらに別の確率測度を導入する．v ∈ A に対して，確率過程T v(W ) = W+
∫ ·
0
vs(W )ds

が Pの下で誘導する法則をQvと定義する．すなわちQv := P ◦ (T v)−1である．

137Girsanovの定理については [8, 第 3.5.A節]，[16, 定理 2.6.3]，[23, 第 4.4節]などを参照せよ．
138正確には w 7→

∫ t

0
vs(w)dsの Borel可測版を取って，T v : C0 → C0が Borel可測写像だと思っている．

139Novikov条件は Girsanovの定理に対する最も有名な十分条件である．例えば [8, 第 3.5.D節]や [16,
命題 2.7.7]や [23, 第 4.4節の命題 4.3]を見よ．
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補題 C.5. v ∈ A に対して

H(Qv | P) ≤ 1

2
‖v‖2A <∞

が成り立つ．ここでHは C0上の２つの確率測度から決まる相対エントロピーである．140
特にQvはWiener測度 Pに対して絶対連続である．
証明. まず v ∈ Abの場合を示す．この場合はGirsanovの定理 (C.1)が使えることに注
意せよ．過程 (T vt (W ))t∈[0,T ]が誘導する法則はPの下では定義によりQvだが，P−vの下
ではGirsanovの定理により Pである．よって

H(Qv | P) = H(P ◦ (T v)−1 | P−v ◦ (T v)−1) ≤ H(P | P−v)

となる．ここで定理 4.4（Donsker-Varadhanの変分表示公式の有界可測関数版）を用い
た．この右辺は∫

C0
log

(
dP
dP−v

)
dP = E

[
log{(E−vT )−1}

]
= E

[∫ T

0

vs · dWs +
1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]
=

1

2
E
[∫ T

0

|vs|2ds
]

となるので，v ∈ Abの場合は証明できた．
一般の v ∈ A の場合を示す．{vn}n∈N ⊂ Abで limn→∞ ‖vn − v‖A = 0 となる列を取
る．このとき

E

[
sup
t∈[0,T ]

|T vnt (W )− T vt (W )|

]
≤ E

[∫ T

0

|vns − vs|ds
]
≤
√
T‖vn − v‖A

となるので，n → ∞のとき T vn(W )は C0値確率変数列として T v(W )に L1収束する．
特にQvn はQvに弱収束する．定理 4.5（Donsker-Varadhanの変分表示公式の有界連続
関数版）から直ちに得られる相対エントロピーの下半連続性により，

H(Qv | P) ≤ lim
n→∞

H(Qvn | P) ≤ lim
n→∞

1

2
‖vn‖2A =

1

2
‖v‖2A

となる．これで補題C.5の証明が終わった．

C.2 柱状関数と単過程について
まず柱状関数の定義を思い出そう．関数 f : C0 → Rが [0, T ]のある分割P = {0 = t0 <

t1 < · · · < tm ≤ T}とあるBorel可測関数 f : (Rd)m → Rを用いて
F (w) = f(wt1 , . . . , wtm), P-a.s. (C.2)

140H の正確な定義は第 4章の冒頭にある．
251



と書けるとき，F を柱状関数という．ある分割Pおよび ‖f‖∞ ∨ ‖∇f‖∞ <∞を満たす
あるC1級関数 f : (Rd)m → Rに対して F が (C.2)の表示を持つならば，F をC1

b級柱状
関数とよび，F ∈ FC1

bと表す．（区間が [0, T ]であることを明記したいときはFTC1
bと表

すことにする．）

補題 C.6. 1 ≤ p <∞とする．このときFC1
bは Lp(P)において稠密である．

証明. まず念のために GT とBorel集合族B(C0)が一致することを確認する．自明な射影
C0 3 w 7→ wt ∈ Rdは連続なので，GT ⊂ B(C0)は明らか．逆の包含関係を示す．
任意の r > 0と z ∈ C0に対して，閉球BC0(z, r)が GT 可測であることは，

BC0(z, r) = {w ∈ C0 | sup
0≤t≤T

|wt − zt| ≤ r} =
⋂

t∈[0,T ]∩Q

{w ∈ C0 | |wt − zt| ≤ r} ∈ GT

と変形すればすぐわかる．これから直ちに開球BC0(z, r) = ∪n∈NBC0(z, r− 1/n) の GT 可
測性がわかる．C0は可分な距離空間なので，その任意の開部分集合は開球の高々可算和
の形に書けるので，GT 可測である．これは B(C0) ⊂ GT を意味する．
稠密性を示す．G ∈ Lp(P)を任意に取る．（GはGT可測版を持つ．）Gn := (G∧n)∨(−n)
とおくと {Gn}n∈NはGにLp収束するので，有界な関数の全体はLp(P)において稠密で
ある．さらに単調族定理（の関数形）を用いた標準的な議論により，任意の GT 可測な
有界関数は有界柱状関数の列で Lp近似できることが示せる．
したがって，問題は任意の柱状関数 F を C1

b 級柱状関数の列で Lp近似できるかどう
かに帰着される．以下ではF は (C.2)の形であるとし，分割Pは固定して議論する．ま
ず f を fn := f · 1B(0,n)で置き換えると，F は {Fn}n∈NでLp近似できることはすぐわか
る．（ここでB(0, n)は (Rd)mの開球である．）よって f の台が有界の場合だけを示せば十
分である．軟化子を用いた標準的な議論により，(Rd)m上の Lebesgue測度 dλに関して
f に Lp収束する有界な台を持つ滑らかな関数の列 {fn}n∈Nが作れる．(wt1 , . . . , wtm)が
(Rd)mに誘導する法則は非退化な正規分布なため dλに対して有界な密度関数 ρを持つ．
したがって，n→∞のときに

E [|Fn − F |p] =
∫
(Rd)m

|fn − f |pρ dλ ≤ ‖ρ‖∞
∫
(Rd)m

|fn − f |pdλ→ 0

となる．これで補題C.6の証明が終わった．

注意 C.7. 補題C.6の証明とまったく同様に，0 < u ≤ T かつ 1 ≤ p <∞のとき，FuC1
b

が {G ∈ Lp(P) | GはFu可測 }において稠密であることが証明できる．

補題 C.8. 1 ≤ p <∞とし，G : C0 → Rは有界なBorel可測関数とする．このとき，一
様有界な {Gn}n∈N ⊂ FC1

bでGに Lp(P)収束かつ P-a.s.収束するものが存在する．
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証明. Kを |G|の本質的上限とする．K = 0ならば自明なので，K > 0と仮定して示す．
χK : R→ Rを広義単調増加するC1級奇関数で，[0, K]上で χK(u) = uかつ [2K,∞)上
で χK(u) = 2K を満たすものとする．このとき χK と χ′

K は有界である．補題C.6によ
り，GにLp収束する {G̃n}n∈N ⊂ FC1

bが存在する．Gn = χK ◦ G̃nとおくと再びFC1
bに

属し，n→∞のとき

E [|Gn −G|p] = E
[
|χK ◦ G̃n − χK ◦G|p

]
≤ ‖χ′

K‖p∞E
[
|G̃n −G|p

]
→ 0

となる．作り方から supn∈N ‖Gn‖∞ ≤ 2Kなので，P-a.s.収束する {Gn}の部分列が求め
る近似列である．

ここでRd値単過程の定義を導入する．C0上で定義された発展的可測な確率過程 v =

(vt)t∈[0,T ]のうち，[0, T ]のある分割P = {0 = t0 < t1 < · · · < tm = T}，ある ξ0 ∈ Rdお
よびある有界 Gtk 可測関数 ξk : C0 → Rd (1 ≤ k ≤ m− 1)を用いて

vt(w) = ξ01[t0,t1](t) +
m−1∑
k=1

ξk(w)1(tk,tk+1](t), t ∈ [0, T ], w ∈ C0 (C.3)

という形に書けるものを（Rd値）単過程と呼ぶ．本章ではこのような単過程の全体を S
と書く．Wiener測度 Pの下で考えるので自然に S ⊂ Ab ⊂ A と思えるが，確率積分の
入門で学ぶように SはA において稠密である．141

注意 C.9. 通常の確率積分の入門書では，ξk が Ftk 可測であることを要請しているが，
任意のFtk 可測関数は P零集合上で値を修正することにより Gtk 可測になるので，上の
ように定義しても結局は同値である．Gtk可測であるため，ξkは実は（w = (wt)t∈[0,T ]そ
のものの関数というよりも）w ↾[0,tk]= (wt)t∈[0,tk]の可測関数であること142 に注意せよ．

補題 C.10. v ∈ Sとする．このとき，ある ṽ ∈ Sと v ∈ Sが存在して，それぞれ以下の
条件を任意のw ∈ C0に対して満たす．

ṽ(w) = v(T −ṽ(w)), T v ◦ T −ṽ(w) = w, (C.4)

v(w) = v(T −v(w)), T v ◦ T −v(w) = w. (C.5)

証明. 所与の vは (C.3)の形の表示を持つとする．まず条件 (C.4)を満たす ṽを以下のよ
うに番号の小さな小区間から順に具体的に構成する．

ξ̃0 := ξ0, ṽt(w) = ξ̃0, t ∈ [t0, t1],

141この稠密性については，例えば [16, 補題 2.1.3]，[23, 補題 1.1]，[11, 命題 4.1.2]を見よ．
142この事実は直観的には明らかだと思う．測度論における標準的な議論を用いてこれを厳密に証明する
こともそれほど難しくない．
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ξ̃1(w) := ξ1

((
wt −

∫ t

0

ṽs(w)ds
)
t∈[0,t1]

)
, ṽt(w) = ξ̃1(w), t ∈ (t1, t2],

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ξ̃m−1(w) := ξm−1

((
wt −

∫ t

0

ṽs(w)ds
)
t∈[0,tm−1]

)
, ṽt(w) = ξ̃m−1(w), t ∈ (tm−1, tm].

なお (wt −
∫ t
0
ṽs(w)ds)t∈[0,tk]の法則は (wt)t∈[0,tk]の法則に対して絶対連続なので，ξk =

ζk (P-a.s)であれば ξ̃k = ζ̃k (P-a.s)であることを注意しておく．明らかに ξ̃kは有界かつ
Gtk可測であり，よって ṽ ∈ Sである．作り方から ṽ(w) = v(T −ṽ(w))はほぼ自明であり，
これを用いると

T v
(
T −ṽ(w)

)
=

(
w −

∫ ·

0

ṽs(w)ds

)
+

∫ ·

0

vs(T −ṽ(w))ds = w

となる．これで (C.4)が確認できた．
同様の議論で次は条件 (C.5)を満たす vを以下のように具体的に構成する．

ξ0 := ξ0, vt(w) = ξ0, t ∈ [t0, t1],

ξ1(w) := ξ1

((
wt +

∫ t

0

vs(w)ds
)
t∈[0,t1]

)
, vt(w) = ξ1(w), t ∈ (t1, t2],

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

ξm−1(w) := ξm−1

((
wt +

∫ t

0

vs(w)ds
)
t∈[0,tm−1]

)
, vt(w) = ξm−1(w), t ∈ (tm−1, tm].

上と同じ理由により，ξk = ζk (P-a.s)であれば ξk = ζk (P-a.s)である．明らかに ξkは有
界かつ Gtk 可測であり，よって v ∈ Sである．
まず v(w) = v(T −v(w))を確認する．[t0, t1]上では vt = vt = ξ0であるため，vt(w) =

vt(T −v(w)) = ξ0は明らかである．k (1 ≤ k ≤ m − 1)に対して，[t0, tk]上で vt(w) =

vt(T −v(w))が成り立つとする．このとき，

ξk(T −v(w)) = ξk

({
wt −

∫ t

0

vs(w)ds
}
+

∫ t

0

vs(T −v(w))ds, t ≤ tk

)
= ξk(w)

となるので，[t0, tk+1]上で vt(w) = vt(T −v(w))が成り立つことがわかる．帰納法により
v(w) = v(T −v(w))がわかる．これを用いると，

T v
(
T −v(w)

)
=

(
w −

∫ ·

0

vs(w)ds

)
+

∫ ·

0

vs(T −v(w))ds = w

となる．これで (C.5)が確認できた．以上で補題C.10が証明できた．
補題 C.11. R ∈ (0,∞)とする．このとき，A の位相に関してAR ∩SはARにおいて稠
密である．
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証明. u ∈ AR とする．任意の δ > 0に対して，limn→∞ ‖vn,δ − u‖A = 0 となる列
{vn,δ}n∈N ⊂ AR+δ ∩ S が存在することを示せば十分である．実際このとき，任意の
m ∈ Nに対してある n(m)が存在して ‖vn(m),1/m − u‖A ≤ 1/mとなるが，作り方から

{R(R + 1/m)−1vn(m),1/m}m∈N ⊂ AR ∩ S

であり，かつm→ 0のときに

‖R(R + 1/m)−1vn(m),1/m − u‖A ≤
∣∣∣∣ R

R + 1/m
− 1

∣∣∣∣ ‖vn(m),1/m‖A + ‖vn(m),1/m − u‖A

≤
∣∣∣∣ R

R + 1/m
− 1

∣∣∣∣ (R + 1/m) + 1/m

= 2/m → 0

となるからである．
以下では固定したR, δに対して uを近似する列 {vn}n∈N ⊂ AR+δ ∩ Sを見つける．（こ
こからは vの上付き添字から δを省略する．）まず SはA で稠密なので，{un}n∈N ⊂ S
で limn→∞ ‖un − u‖A = 0となる列が存在する．各 unは (C.3)の形の表示を持つ．（以下
では nごとにこの種の表示を一つ選んで議論する．）

unt (w) = ξn01[tn0 ,t
n
1 ]
(t) +

mn−1∑
k=1

ξnk (w)1(tnk ,t
n
k+1]

(t).

ここでPn = {0 = tn0 < tn1 < · · · < tnmn
= T}は [0, T ]の分割であり，ξn0 ∈ Rdであり，さ

らに ξnk : C0 → Rd (1 ≤ k ≤ mn − 1)は有界 Gtnk 可測関数である．
さて

ηnk (w) := ξnk (w)1Zn
k
(w), Zn

k :=

{∫ tnk+1

0

|uns |2ds =
k∑
j=0

|ξnj |2(tnj+1 − tnj ) ≤ (R + δ)2

}

とおくと，Zn
k も ηnk も Gtnk 可測である．したがって

vnt (w) = ηn01[tn0 ,t
n
1 ]
(t) +

mn−1∑
k=1

ηnk (w)1(tnk ,t
n
k+1]

(t).

とおくと，作り方により P-a.s.に ‖vn‖2L2([0,T ]) :=
∫ T
0
|vns |2ds ≤ (R + δ)2 となるので，

vn ∈ AR+δ ∩ Sである．
この {vn}のある部分列が uに収束することを確認しよう．まず明らかに

E
[∫ T

0

|us − vns |2ds
]
= E

[∫ T

0

|us − vns |2ds ;
∫ T

0

|uns |2ds ≤ (R + δ)2
]
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+ E
[∫ T

0

|us − vns |2ds ;
∫ T

0

|uns |2ds > (R + δ)2
]
=: Jn1 + Jn2 .

J1内の条件の下では vn = unであることに注意すると，Jn1 ≤ ‖u − un‖2A と評価できる
ので，Jn1 は n→∞のとき 0に収束する．Jn2 内の被積分関数は P-a.s.に 2(R+ δ)2以下
であるので，Jn2 ≤ 4(R + δ)2P

(
‖un‖L2([0,T ]) > R + δ

)と評価できる．３角不等式により
‖un‖L2([0,T ]) > R + δのとき，

‖un − u‖L2([0,T ]) ≥ ‖un‖L2([0,T ]) − ‖u‖L2([0,T ]) > (R + δ)−R = δ

が成り立つので，

P
(
‖un‖L2([0,T ]) > R + δ

)
≤ P

(
‖un − u‖L2([0,T ]) > δ

)
≤ δ−2‖un − u‖2A

と評価される．最右辺は 0に収束するので，Jn2 も n→∞のとき 0に収束する．以上で
補題C.11の証明が終わった．

C.3 上からの評価
本節ではいくつかの補題を示した後，変分表示公式（命題C.2）の上からの評価を証
明する．証明の鍵はGirsanovの定理である．

補題 C.12. F : C0 → Rを有界なBorel可測関数とし，v ∈ Abとする．このとき次が成
立する．

− logE
[
e−F (W )

]
≤ Ev

[
F (W ) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]
.

証明. v ∈ Abなので，Girsanovの定理が使える．u > 0に対して log u ≥ 1− u−1が成り
立つことに注意すると

logE
[
e−F (W )

]
+ Ev [F (W ) + log EvT ] = Ev

[
log
(
E
[
e−F (W )

]
eF (W )EvT

)]
≥ Ev

[
1− e−F (W )

E [e−F (W )]EvT

]
= E

[(
1− e−F (W )

E [e−F (W )]EvT

)
EvT
]
= 1− 1 = 0

とわかる．簡単な計算で

Ev [log EvT ] = Ev
[∫ T

0

vs · dWs −
∫ T

0

|vs|2ds
]
+ Ev

[
1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]

= E [MT ] + Ev
[
1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]
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となる．ただし以下のように定めた．

Mt :=

(∫ t

0

vs · dWs −
∫ t

0

|vs|2ds
)
Evt .

後はE [MT ] = 0を証明すれば十分である．M0 = 0であり，補題C.4によりMt ∈ L2(P)
なので，伊藤の公式を用いて (Mt)が局所マルチンゲールであることを確かめればよい．
dEvt = Evt vt · dWtに注意して計算すると，

dMt = Evt
(
vt · dWt − |vt|2dt

)
+

(∫ t

0

vs · dWs −
∫ t

0

|vs|2ds
)
Evt vt · dWt +

〈∫ ·

0

vs · dWs,

∫ ·

0

Evs vs · dWs

〉
t

=

(
1 +

∫ t

0

vs · dWs −
∫ t

0

|vs|2ds
)
Evt vt · dWt

を得る．有界変動項が消えているので，(Mt)は局所マルチンゲールだとわかる．

補題 C.13. F : C0 → Rを有界なBorel可測関数とし，v ∈ Sとする．このとき次が成立
する．

− logE
[
e−F (W )

]
≤ E

[
F (T v(W )) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]
.

証明. vに対して，ṽを補題C.10の条件 (C.4)を満たす単過程とする．(C.1)を用いて右
辺を変形すると，

E
[
F (T v(W )) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]
= Eṽ

[
F (T v ◦ T −ṽ(W )) +

1

2

∫ T

0

|vs(T −ṽ(W ))|2ds
]

= Eṽ
[
F (W ) +

1

2

∫ T

0

|ṽs|2ds
]

≥ − logE
[
e−F (W )

]
となる．ここで (C.4)と補題C.12も使った．

補題 C.14. F : C0 → Rを有界な連続関数とし，v ∈ A とする．このとき次が成立する．

− logE
[
e−F (W )

]
≤ E

[
F (T v(W )) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]
.

証明. SはA において稠密なので，limn→∞ ‖vn − v‖A = 0 となる列 {vn}n∈N ⊂ Sが取
れる．すると n→∞とするとき，

E
[∥∥∥∥∫ ·

0

vns ds−
∫ ·

0

vsds

∥∥∥∥
∞

]
≤ E

[∫ T

0

|vns − vs|ds
]
≤ T‖vn − v‖A → 0
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となるので，必要なら部分列（再び同じ記号で表す）を取れば

lim
n→∞

∥∥∥∥∫ ·

0

vns ds−
∫ ·

0

vsds

∥∥∥∥
∞

= 0, P-a.s.

が成り立つとしてよい．特に limn→∞ ‖T v
n
(W )−T v(W )‖∞ = 0がP-a.s.に成り立つ．補

題C.13から
− logE

[
e−F (W )

]
≤ E

[
F (T vn(W ))

]
+

1

2
E
[
‖vn‖2A

]
であるが，右辺第２項は明らかに (1/2)E [‖v‖2A ]に収束する．第１項は上で指摘した概収
束と F の連続性と Lebesgueの収束定理により E [F (T v(W ))]に収束することがわかる．
これで補題C.14の証明が終わった．

次の補題が本節の主目的である．この中で変分表示公式の上からの評価を証明する．
補題 C.15. F : C0 → Rを有界な Borel可測関数とし，v ∈ A とする．このとき次が成
立する．

− logE
[
e−F (W )

]
≤ E

[
F (T v(W )) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]
.

証明. 補題C.8で示したように，一様有界な連続関数の列 {Fn}n∈Nで F に P-a.s.収束す
るものが存在する．各 nに対して補題C.14を使うと

− logE
[
e−Fn(W )

]
≤ E

[
Fn(T v(W )) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]
.

と得る．{Fn}の一様有界性により，Lebesgueの収束定理を左辺に適用できるため，左辺が
− logE

[
e−F (W )

]に収束することがわかる．また補題C.5により，T v(W )の法則はW の
法則（すなわちWiener測度P）に対して絶対連続なので，Fn(T v(W ))はF (T v(W ))にP-
a.s.収束する．一様有界性とLebesgueの収束定理によりE [Fn(T v(W ))]はE [F (T v(W ))]

に収束する．

C.4 下からの評価
本節では有名なClark-Oconeの公式を用いて，変分表示公式（命題C.2）の下からの
評価を証明する．143
まず Clark-Oconeの公式を思い出そう．以下では F (w) = f(wt1 , . . . , wtm)は表示式

(C.2)の形をしたC1
b級柱状関数だとする．このときNt = E [F |Ft]とおくと，(Nt)t∈[0,T ]

は有界な連続 {Ft}t∈[0,T ]マルチンゲールになる．144

143この公式については，より一般的な主張と証明が [14, P. 201]にある．
144伊藤の表現定理により，任意の 2乗可積分な {Ft}t∈[0,T ] マルチンゲールは連続である．（これに関し
ては後で述べる．）
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命題 C.16. C1
b級柱状関数 F と有界な {Ft}t∈[0,T ]マルチンゲール (Nt)t∈[0,T ]を上の通り

とする．このとき

zt =
m∑
k=1

1[0,tk](t)E [∇xkf(Wt1 , . . . ,Wtm)|Ft], t ∈ [0, T ]

とおくと，明らかに (zt)t∈[0,T ] ∈ Abであり，さらに P-a.s.に

Nt −N0 =

∫ t

0

zs · dWs, t ∈ [0, T ]

が成立する．なお∇xkは第 k変数に関する勾配作用素を表す．よって∇xkfはRd値の有
界連続関数である．
証明. 記号を簡単にするために d = 1の場合を示す．一般の dの場合も事実上同じ議論
で証明できる．本証明中では，Wiener空間上の実数値および可分Hilbert空間K値の２
乗可積分関数の全体をそれぞれL2(P)およびL2(P;K)で表す．また [0, T ]上の Lebesgue

測度に関する実数値の２乗可積分関数の全体を L2([0, T ])と表す．g ∈ L2([0, T ])に対し
てUg :=

∫ ·
0
gsdsと書くと，UはL2([0, T ])からHへのユニタリ同型写像であることを思

い出そう．h ∈ Hおよび s ∈ [0, T ]のとき，〈h, U1[0,s]〉H = hsとなることに注意せよ．
Malliavin解析の意味での勾配作用素（H微分ともいう）Dを導入する．実数値柱状
関数 F ∈ FC1

bと h ∈ Hに対して

DhF (w) = lim
u→0

F (w + uh)− F (w)
u

(C.6)

として方向微分Dhを定め，Rieszの表現定理により
〈DF (w), h〉H = DhF (w), h ∈ H

として勾配作用素Dを定める．DF はH値であることに注意せよ．F に対する表示式
(C.2)を用いて書き下すと

DhF (w) =
m∑
k=1

(∂kf)(wt1 , . . . , wtm)htk , DF (w) =
m∑
k=1

(∂kf)(wt1 , . . . , wtm)U1[0,tk]

(C.7)

と簡単に計算できる．145 本来 (C.6)によって定義されているので，これらは F の表示に
使われているC1

b級関数 f の選び方には依存しない．DはL2(P)からL2(P;H)への線形
作用素で，その定義域はFC1

bとする．なお (C.6)は各wごとに微分している式だが，も
ちろん L2(P)における微分だとも解釈できる．実際，平均値の定理により

F (·+ uh)− F
u

−DhF

145１次元なので，∇xk = ∂k である．
259



=

∫ 1

0

m∑
k=1

{(∂kf)(Wt1 + θuht1 , . . . ,Wtm + θuhtm)− (∂kf)(Wt1 , . . . ,Wtm)}htkdθ

となるので，有界収束定理により右辺はu→ 0のときL2(P)において 0に収束する．よっ
て (C.6)の右辺も L2(P)において収束する．
次は (D,FC1

b)の双対作用素D∗を導入する．Ξ ∈ L2(P;H)とG ∈ L2(P)に依存する
条件

E [〈DF,Ξ〉H] = E [FG], F ∈ FC1
b (C.8)

を考える．与えられたΞ ∈ L2(P;H)に対して，条件 (C.8)を満たすGが存在する場合に
ΞはD∗の定義域に属すとし，その場合そのようなGは一意的に決まるのでD∗Ξ = Gと
定める．146 そのようなGが存在しない場合は ΞはD∗の定義域に属さないとする．稠密
な定義域を持つ作用素の双対なので，D∗は自動的に閉作用素である．
ΞがH値の定数関数の場合は簡単にD∗を計算できる．h ∈ Hのとき，Cameron-Martin

公式により

E [〈DF, h〉H] = E [DhF ] = lim
u→0

E
[
1

u
{F (·+ uh)− F}

]
= lim

u→0
E
[
F

1

u

{
exp

(
u

∫ T

0

h′sdWs −
u2

2
‖h‖2H

)
− 1

}]
= E

[
F

∫ T

0

h′sdWs

]
, F ∈ FC1

b

となる．この式はD∗h =
∫ T
0
h′sdWsを意味する．147 なお最後の等号は Lebesgueの収束

定理によるが，F の有界性，指数関数に対する平均値の定理，∫ T
0
h′sdWsが平均 0，分散

‖h‖2Hの正規分布に従うという事実も併せて使っている．Dが Leibniz則を満たすので，

D∗(Fh) = FD∗h− 〈DF, h〉H, h ∈ H, F ∈ FC1
b (C.9)

となることも簡単に示せる．
C1

b級柱状関数 F が F (w) = f(wt1 , . . . , wtm)と表示され，tm ≤ s ≤ t ≤ T だとすると
D∗(F · U1[s,t]) = F · (wt − ws)である．実際，DF は U1[0,tk]（1 ≤ k ≤ m）の１次結合
で書けるが，〈U1[0,tk], U1[s,t]〉H = 〈1[0,tk],1[s,t]〉L2([0,T ]) = 0であるため，(C.9)を用いる際
に右辺第２項が消えるからである．
単過程 v = (vt)t∈[0,T ] ∈ S は (C.3)の形だとし，さらに各 kに対して ξk ∈ FtkC1

b とす
る．すると

D∗(Uv) =
m−1∑
k=0

ξk(w)(wtk − wtk+1
) =

∫ T

0

vsdWs

146この Gの一意性は，補題 C.6で見たように FC1
b が L2(P)において稠密であることから従う．

147この場合は hを L2(P;H)の元だと見なしている．
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となる．上の条件を満たす単過程の全体はA で稠密なので（SのA における稠密性と注意
C.7による），各v ∈ A に対し上の条件を満たす単過程の列{vn}で limn→∞ ‖vn−v‖A = 0

となるものが存在する．このとき定義から明らかに limn→∞ ‖Uvn −Uv‖L2(P;H) = 0であ
り，伊藤の等長性により

lim
n→∞

∥∥∥∥∫ T

0

vns dWs −
∫ T

0

vsdWs

∥∥∥∥
L2(P)

= lim
n→∞

‖vn − v‖A = 0

である．したがって，D∗の閉性により

D∗(Uv) =

∫ T

0

vsdWs, v ∈ A

と求まる．
これで準備が整ったので，ここから本命題の証明を始める．(Nt)は有界な {Ft}マル
チンゲールなので，伊藤の表現定理により，148 ある g ∈ A が存在して，P-a.s.に

Nt −N0 = E [F |Ft]− E [F ] =

∫ t

0

gsdWs, t ∈ [0, T ].

を満たす．A の元として g = zであることを示すことが目標である．そのためには任意
の v ∈ A に対して 〈g, v〉A = 〈z, v〉A となることを見ればよい．
伊藤の等長性およびD∗に関する上記の基本的な事実を用いて

〈g, v〉A = E
[∫ T

0

gsvsds

]
= E

[∫ T

0

gsdWs

∫ T

0

vsdWs

]
= E [(F − E [F ])D∗(Uv)]

= E [〈D(F − E [F ]), Uv〉H] = E [〈DF, Uv〉H] = E
[
〈U−1(DF ), v〉L2([0,T ])

]
を得る．(C.7)によりU−1(DF ) =

∑m
k=1(∂kf)(wt1 , . . . , wtm)1[0,tk]となることに注意せよ．

以下ではこの確率過程を z̃とおく．z̃は {Ft}適合または発展的可測ではない．明らかに
E [z̃s|Fs] = zsである．vsの Fs可測性により E [z̃svs] = E [E [z̃svs|Fs]] = E [E [z̃s|Fs]vs]
が成り立つことに注意すると，

E
[
〈z̃, v〉L2([0,T ])

]
=

∫ T

0

E [z̃svs]ds = E
[∫ T

0

E [z̃s|Fs]vsds
]
= 〈z, v〉A

を得る．以上をまとめて 〈g, v〉A = 〈z, v〉A を得る．以上で命題 C.16の証明が完成し
た．

148伊藤の表現定理については [8, 第 3.4.D節]，[14, 第 2.6節]，[13, 第 4.4節]などを参照せよ．
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補題 C.17. C1
b級柱状関数 F を (C.2)のとおりとし，v = (vt)t∈[0,T ] ∈ Abを以下のよう

に定める．
vt = −

m∑
k=1

1[0,tk](t)
E
[
e−F (W )∇xkf(Wt1 , . . . ,Wtm)|Ft

]
E [e−F (W )|Ft]

(C.10)

このとき，任意の t ∈ [0, T ]に対して
E
[
e−F (W )|Ft

]
= E

[
e−F (W )

]
Evt , P-a.s. (C.11)

が成立し，さらに

− logE
[
e−F (W )

]
= Ev

[
F (W ) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]

(C.12)

も成立する．
証明. Mt = E

[
e−F (W )|Ft

]とおく．(Mt)に対して命題C.16を適用すると，

Mt −M0 =

∫ t

0

us · dWs, P-a.s.

が成り立つ．ただし以下のように定めた．

ut = −
m∑
k=1

1[0,tk](t)E
[
e−F (W )∇xkf(Wt1 , . . . ,Wtm)|Ft

]
.

正定数 0 < c ≤ C <∞が存在して 0 < c ≤ supt∈[0,T ]Mt ≤ Cが P-a.s.に成り立つことに
注意せよ．したがって logMtを伊藤の公式を用いて

d logMt =
dMt

Mt

− 1

2

d〈Mt,Mt〉t
M2

t

=
ut
Mt

· dWt −
1

2

|ut|2

M2
t

dt.

と計算できる．したがって，各 tに対して

log(Mt/M0) = logMt − logM0 =

∫ t

0

us
Ms

· dWs −
1

2

∫ t

0

|us|2

M2
s

ds P-a.s.

となる．M0 = E
[
e−F (W )

]と us/Ms = vsに注意すると (C.11)が得られる．
次は (C.11)において t = T を代入した後に対数を取る．e−F (W )はFT 可測なので，

−F (W ) = logE
[
e−F (W )

]
+ log EvT

となる．これを移項して Pvに関する期待値を取ると

− logE
[
e−F (W )

]
= Ev [F (W )] + Ev [log EvT ] = Ev [F (W )] +

1

2
Ev
[∫ T

0

|vs|2ds
]

となる．最後の式変形は補題C.12の証明中の計算と全く同じである．これで (C.12)も
得られた．
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以下ではF : C0 → Rを任意の有界Borel可測関数とする．このF に対して {Fn}n∈N ⊂
FC1

bを F に L1(P)収束する一様有界な関数列とする．（このような柱状関数列の存在は
補題C.8で示した．）各Fnに対して vn ∈ Abを (C.10)のように定める．すると補題C.17

により，(C.12)において (F, v)を (Fn, v
n)に置き換えた式が全ての nで成立する．その

結果，
− logE

[
e−F (W )

]
= I1n + I2n + I3n (C.13)

と分解できる．ただし，次のように定めた．

I1n : = − logE
[
e−F (W )

]
+ logE

[
e−Fn(W )

]
,

I2n : = Evn [Fn(W )− F (W )] ,

I3n : = Evn
[
F (W ) +

1

2

∫ T

0

|vns |2ds
]
.

補題 C.18. 上の状況において，limn→∞ I1n = 0 = limn→∞ I2nとなる．

証明. 一様有界性を仮定したので，M := supn∈N ‖Fn‖∞ ∨ ‖F‖∞ <∞である．簡単な計
算で

|ez1 − ez2 | ≤ eM |z1 − z2|, z1, z2 ∈ [−M,M ]

と評価できるので，n→∞のとき

|E
[
e−F (W )

]
− E

[
e−Fn(W )

]
| ≤ eME [|F (W )− Fn(W )|] = eM‖F − Fn‖L1(P) → 0

となる．logの連続性により limn→∞ I1n = 0がわかる．
次は I2nの極限を計算する．十分大きな nに対してE [Fn(W )] ≤ E [F (W )] + 1 となる．
指数関数の凸性と Jensenの不等式により

E
[
e−Fn(W )

]
≥ eE[−Fn(W )] ≥ e−E[F (W )]−1

を得る．補題C.17の (C.11)を用いると

EvnT =
e−Fn(W )

E [e−Fn(W )]
≤ eM+E[F (W )]+1

となる．したがって，十分大きな nに対して

|I2n| ≤ E
[
|Fn(W )− F (W )|EvnT

]
≤ ‖F − Fn‖L1(P)e

M+E[F (W )]+1

と評価できるが，{Fn}は F をL1(P)位相で近似する列なので，右辺は n→∞のとき 0

に収束する．これで limn→∞ I2n = 0も示せた．
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以上により変分表示公式の下からの評価を示すには，次の不等式を示せば十分である
ことがわかる．

inf
n∈N

I3n ≥ inf
v∈A

E
[
F (T v(W )) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]

少し主張を強めて，次の補題を証明しよう．

補題 C.19. F : C0 → Rを有界Borel可測関数とし，v ∈ Abとする．このとき次の評価
が成立する．

Ev
[
F (W ) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]
≥ inf

u∈S
E
[
F (T u(W )) +

1

2

∫ T

0

|us|2ds
]
.

この補題を認めると本節の主目的である変分表示公式（命題C.2）の下からの評価が
直ちに得られることを確認しよう．

補題 C.20. F : C0 → Rを有界な Borel可測関数とし，v ∈ A とする．このとき次が成
立する．

− logE
[
e−F (W )

]
≥ inf

v∈A
E
[
F (T v(W )) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]
.

証明. 分解の式 (C.13)と補題C.19と包含 S ⊂ A により

− logE
[
e−F (W )

]
≥ I1n + I2n + inf

v∈A
E
[
F (T v(W )) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]

となる．n→∞として補題C.18を用いると証明が終わる．

本節の残りでは補題C.19を証明する．（よって，以下では補題C.19の仮定の下で議論
する．）そのための準備として，まず補題をいくつか示す．
v ∈ Abとする．これはあるR > 0に対して v ∈ ARと同値である．このとき補題C.11

により，ある {vn}n∈N ⊂ AR ∩ Sが存在して limn→∞ ‖vn − v‖A = 0となる．このとき補
題C.19の左辺は以下のように分解できる．

Ev
[
F (W ) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]
= J1

n +
1

2
J2
n + J3

n. (C.14)

ただし，次のように定めた．

J1
n : = E

[
F (W )(EvT − Ev

n

T )
]
,

J2
n : = Ev

[∫ T

0

|vs|2ds
]
− Evn

[∫ T

0

|vns |2ds
]
,

J3
n : = Evn

[
F (W ) +

1

2

∫ T

0

|vns |2ds
]
.
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補題 C.21. 上記の設定の下で limn→∞ E
[
|EvnT − EvT |

]
= 0となる．特に limn→∞ J1

n = 0

である．
証明. {n′} ⊂ Nを Nの任意の部分列とするとき，さらなる部分列 {n′′} ⊂ {n′} が存在
して limn→∞ E

[
|Evn

′′

T − EvT |
]
= 0となることを見れば十分である．なぜならば，これは

{EvnT }がL1(P)において相対コンパクト列であることと，集積点が EvT のみであることを
意味するからである．
さて {v} ∪ {vn}n∈N ⊂ ARおよび補題C.4により，{|EvnT − EvT |}n∈Nは L2(P)において
有界であるので，一様可積分である．したがって P-a.s.に limn→∞ |Ev

n

T −EvT | = 0となる
ことを示せば，本補題の１つ目の主張が従う．149
まず明らかに n→∞のとき

E

[∣∣∣∣∫ T

0

vn
′

s · dWs −
∫ T

0

vs · dWs

∣∣∣∣2
]
= ‖vn′ − v‖2A → 0

となる．さらに∣∣∣‖vn′‖2L2([0,T ]) − ‖v‖2L2([0,T ])

∣∣∣ ≤ (‖vn′‖L2([0,T ]) + ‖v‖L2([0,T ]))
∣∣∣‖vn′‖L2([0,T ]) − ‖v‖L2([0,T ])

∣∣∣
≤ 2R‖vn′ − v‖L2([0,T ]), P-a.s. (C.15)

であるため，n→∞のとき

E
[∣∣∣∣∫ T

0

|vn′

s |2ds−
∫ T

0

|vs|2ds
∣∣∣∣] ≤ 2RE

[
‖vn′ − v‖L2([0,T ])

]
≤ 2R‖vn′ − v‖A → 0

となる．２つ目の不等式は Schwarzの不等式と ‖ · ‖A の定義による．したがって，ある
部分列 {n′′} ⊂ {n′}を抜き出せば，n→∞のときに

Evn
′′

T = exp

(∫ T

0

vn
′′

s · dWs −
1

2

∫ T

0

|vn′′

s |2ds
)

→ EvT = exp

(∫ T

0

vs · dWs −
1

2

∫ T

0

|vs|2ds
)
, P-a.s.

となることがわかる．F は有界なので，limn→∞ J1
n = 0は直ちに従う．

補題 C.22. 上記の設定の下で，limn→∞ J2
n = 0となる．

証明. ３角不等式を用いた簡単な計算で

|J2
n| ≤ E

[(∫ T

0

|vns |2ds
)
|EvnT − EvT |

]
+ E

[∣∣∣∣∫ T

0

|vns |2ds−
∫ T

0

|vs|2ds
∣∣∣∣ EvT]

149一様可積分性に関する基本事項については [13, 第 1.2節]や [11, 第 2.6節]などを参照せよ．
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を得る．右辺第１項は上からR2E
[
|EvnT − EvT |

]で評価されるので，補題C.21によりn→
∞のときに 0に収束する．右辺第２項は補題C.21の証明中にある (C.15)とほとんど同
じ計算をすることにより

2RE
[
‖vn − v‖L2([0,T ])EvT

]
≤ 2RE

[
‖vn − v‖2L2([0,T ])

] 1
2E
[
(EvT )2

] 1
2 ≤ 2ReR

2/2‖vn − v‖A

と上から評価できるので，やはり n→∞のときに 0に収束する．ここで EvT の積率評価
（補題C.4）も使った．

補題C.19の証明. 上記の vn ∈ Sに対して，補題C.10の (C.5)を満たす vn ∈ Sを取る．
すると

J3
n = Evn

[
F (W ) +

1

2

∫ T

0

|vns |2ds
]

= Evn
[
F (T vn ◦ T −vn(W )) +

1

2

∫ T

0

|vns (T −vn(W ))|2ds
]

= E
[
F (T vn(W )) +

1

2

∫ T

0

|vns |2ds
]

≥ inf
u∈S

E
[
F (T u(W )) +

1

2

∫ T

0

|us|2ds
]

が成立する．３つ目の等号で (C.1)を用いた．この不等式と (C.14)により

Ev
[
F (W ) +

1

2

∫ T

0

|vs|2ds
]
≥ J1

n +
1

2
J2
n + inf

u∈S
E
[
F (T u(W )) +

1

2

∫ T

0

|us|2ds
]

補題C.21と補題C.22により n→∞のとき J1
n + (1/2)J2

n → 0となるので，これで補題
C.19の証明が終わった．
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